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我 刚 上 研究 生 的 时 候 ， 得 到 了 这 本 书 的 
帮助 。 尽 管 一 开始 ， 我 并 不 相信 这 么 多 
数学 没 学 会 ， 但 是 上 了 一 周 课 以 后 ,我 
就 越 来 越 相 信 了 。 当 我 的 任课 教授 证 明 
一 个 定理 时 ， 问 我 们 谁 记 得 微 积分 里 面 
的 一 个 结论 的 时 候 。 当 我 努力 回忆 本 科 
阶段 的 数学 ， 想 不 起 来 ， 但 是 我 在 加 里 
蒂 的 书 里 面 看 过 证 明 的 草图 的 时 候 。 我 
觉得 ， 在 整个 研究 生 期 间 ， 我 都 需要 这 
本 书 的 陪伴 了 。 这 本 书 确实 帮助 我 懂得 
了 很 多 我 没 学 会 的 数学 。 

一 一 伊丽莎白 D 鲁 塞 尔 《数学 地 平 线 》 


点 集 拓 扑 、 复 分 析 、 微 分 形式 、 平 面 曲 

ES 

析 、 算 法 和 微分 方程 ……， 我 发 现 这 些 是 这 
本 书 的 亮点 内 容 。 本 书 是 一 本 极 好 的 介 

绍 读物 ， 尽 管 不 是 全 部 ， 但 是 大 部 分 学 

生 急 需 这 本 书 。 

一 一 查理 埃 施 巴赫 《 教 育 科 学 和 数学 》 


ISBN 978-7-111-55478-3 


这 本 书 对 于 将 要 攻读 硕士 学 位 的 同学 带 来 
极 大 的 帮助 。 因 为 ， 很 多 学 生 进 入 研究 生 
院 时 并 不 具备 足够 的 数学 知识 ， 这 本 书 能 
够 填补 学 生 的 知识 空白 。 

— (Ase KEIR) 


本 书 为 大 家 的 书架 上 填补 了 一 项 非常 有 趣 
的 空白 ， 这 本 书 应 该 用 作 概 览 ， 特 别 对 于 
那些 想 要 确认 自己 是 否 已 经 为 研究 生 阶 段 
的 求学 生涯 做 好 了 准备 的 学 生 们 。 

一 一 《Choice 杂 志 》 


正如 本 书 前 言 中 提 到 的 : “本 书 的 目的 ， 
是 给 予 学 生 们 一 种 最 低 要 求 的 概略 性 的 了 
解 ， 针 对 那些 顶级 研究 生 院 刚 开始 攻读 学 
位 的 学 生 必 须知 道 的 数学 内 容 。" 

一 一 《数学 评论 》 


本 书 是 一 本 清晰 的 数学 博览 ， 难 度 水 平 非 


常 适合 即将 攻读 研究 生 的 同学 们 。 
一 一 《美国 统计 学 家 》 
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BURTAM, RUERTRSE 的 时 代 。 在 20 世纪 30 年 代 ， 有 些 人 担心 20 世 
纪 早期 的 数学 越 来 越 抽象 ， 这 可 能 会 导致 数学 家 们 从 事 没有 成 果 的 思春 智力 练习 ， 也 可 能 会 导致 数 
,学 分 烈 成 完全 不 同 的 分 支 ， 就 如 同 自然 哲学 被 分 成 了 物理 学 、 化 学 、 生 物 学 和 地 质 学 那样 。 但 是 事 
实 却 恰恰 相反 。 从 第 二 次 世界 大 战 开始 ， 人 们 越 来 越 清楚 地 意识 到 数学 有 着 统一 的 规律 。 曾 经 被 分 
开 的 领域 现在 互相 支撑 着 彼此 。 学 习 和 研究 数学 值得 倾注 一 生 。 

数学 是 复杂 的 。 很 不 幸 的 是 ， 人 们 并 没有 那 疙 擅长 数学 。 尽 管 学 习 数学 可 以 说 是 一 种 享受 , 但 
是 它 仍然 需要 勤奋 及 自律 。 我 几乎 不 认识 把 数学 看 作 一 门 简单 学 科 的 数学 家 。 事 实 上 ， 大 多 数 情况 
下 ， 在 几 杯 啤酒 下 肚 后 ， 他 们 会 承认 自己 在 
须 面 对 的 障碍 ， 即 怎 决 数学 的 深刻 性 与 我 们 浅薄 的 数学 知识 间 鲜 明 的 反差 。 研 究 生 院 的 学 生 流 
失 率 如 此 之 高 的 部 分 原因 也 在 于 此 。 就 算 在 最 好 的 学 校 里 有 最 高 的 留存 率 ， 通 常 也 只 有 一 半 的 人 最 
终 能 获得 博士 学 位 。 甚 至 在 排名 前 二 十 的 学 校 里 ， 有 时 也 会 有 80% 的 研究 生 不 能 毕业 ， 尽 管 这 些 研 
究 生 比 起 一 般 人 来 说 更 加 擅长 于 数学 。 很 多 人 认为 数学 是 一 个 能 使 他 们 发 光 发 热 的 领域 。 可 是 突然 
在 研究 生 院 里 他 们 被 同样 甚至 更 优秀 (或 者 看 起 来 更 人 所 包围 。 更 糟 的 是 ， 数 学 本 身 还 是 
一 种 精英 教育 。 学 校 不 会 为 了 使 初学 者 感觉 良好 而 背离 自 E j ; 
作 是 探索 数学 领域 ) FXE, 有 更 简单 的 谋生 方式 (尽管 对 于 数学 家 来 说 可 K 
以 “你 必须 被 逼 着 成 为 一 个 数学 家 ”这 句 话 是 有 道理 的 。 

尽管 如 此 ， 数 学 还 是 令 人 兴奋 的 。 A BERG MSEDURTERG (BEA) HIKETAN 
兴奋 感 而 战胜 。 归 根 结 底 ， 成 为 一 一 名 数学 研究 者 是 进入 研究 生 院 学 习 的 主要 目标 。 和 其 他 创作 相 


令 人 满意 )。 所 


的 思 钝 。 这 也 是 一 名 即将 攻读 研究 生 的 学 生 所 必 


同 ， 数学 的 研究 也 会 造成 情结 的 起 伏 。 只 有 从 事 规律 和 过 于 的 工作 才 不 会 有 情结 上 的 高 峰 和 低 舍 。 


研究 生 面 对 的 一 部 分 困难 就 是 学 着 怎样 去 处 理 他 们 情绪 的 低谷 期 。 
本 书 的 目标 。 本 书 的 目标 之 一 是 至 少 给 出 有 关 主 题 的 粗略 介绍 ， 这 些 主题 是 顶尖 研究 生 都 应 该 
知道 的 很 不 幸 的 是 ， 对 于 研究 生 和 研究 工作 来 说 ， 因 为 所 需 的 知识 要 比 在 大 学 短 短 四 年 时 间 所 学 
到 的 知识 多 得 多 ， 所 以 几乎 没有 新 生 能 完全 理解 这 些 主题 ， 不 过 还 好 ， 所 有 人 都 至 少 知 道 这 些 主题 
中 的 一 部 分 。 不 同 的 人 了 解 的 主题 不 同 ， 这 也 有 力 地 表明 了 与 他 人 合作 的 好 处 。 
FERED PE ee i 


”教材 对 于 他 们 来 说 十 分 困难 。 本 书 的 每 一 章 都 会 提供 一 些 有 关 他 们 感 兴趣 的 主题 的 提纲 。 

为 了 能 找 出 一 些 数学 领域 的 暗示 ， 面 对 一 个 新 定义 时 ， 读 者 应 该 尽力 找 出 一 个 简单 的 例子 和 一 
简单 的 反例 。 顺 便 说 一 下 ， 反 例 就 是 一 个 几乎 满足 但 不 完全 满足 定义 的 例子 。 但 是 ， 除 了 找 出 这 
例子 之 外 ， 读 者 还 应 该 考虑 基础 定义 被 给 出 的 原因 。 这 使 得 如 何 研 究 数学 被 分 裂 成 了 两 种 思潮 。 
一 种 是 从 合理 的 但 不 单纯 的 定义 开始 ， 然 后 证 明 关于 这 些 定义 的 定理 。 通 常 定理 的 叙述 都 是 很 复杂 
的 ， 包 含 很 多 不 同 的 情形 和 条 件 ， 并 且 证 明 也 相当 复杂 ， 需 要 很 多 特定 的 技巧 。 

另 一 种 ， 也 是 在 20 世纪 中 期 用 得 很 多 的 一 种 方法 ， 即 花费 大 量 时 间 研究 基础 定义 ， 目 的 是 使 
定理 被 更 清晰 地 陈述 ， 并 且 有 直截了当 的 证 明 。 在 这 种 思潮 下 ， 每 当 在 证 明 中 用 到 一 个 技巧 的 时 
候 ， 就 意味 着 要 进行 更 多 的 工作 。 这 也 意味 着 定义 本 身 需要 得 到 理解 ， 即 使 仅仅 是 在 解决 为 什么 要 
提出 此 定义 的 水 平 上 。 但 是 通过 这 种 方式 ， 定 理 能 够 被 清晰 地 陈述 和 证 明 。 

在 这 种 方法 中 ， 例 子 成 了 关键 。 对 于 一 些 基本 例子 ， 大 家 已 经 熟知 了 它们 的 性 质 。 这 些 例子 会 
使 抽象 的 定义 和 定理 形象 化 。 事 实 上 ， 这 些 定义 的 产生 是 出 相应 的 定理 ， 以 及 与 之 相关 的 例 
子 ， 这 也 是 我 们 所 期 待 的 答案 。 只 有 那样 ， 定 理 才能 被 应 ) 的 例子 和 那些 我 们 不 了 解 的 情 
Eh, h 


例如 ， 导 数 的 正确 概念 是 切线 的 斜率 ， 这 是 比较 复杂 的 。 但 是 无 论 选 择 什么 
(BMS RGM) 必须 是 零 。 如 果 导 数 的 定义 不 满足 模 线 的 斜率 是 零 ， 那 么 3 
认为 是 错误 的 ， 而 不 是 这 个 直观 的 例子 是 错误 的 。 
再 如 ， 考 虑 平面 曲线 的 曲率 定义 ， 这 个 内 容 将 在 第 7 章 详 述 。 它 的 公式 有 些 别扭 。 但 是 无 论 定 
义 是 什么 ， 它 必须 满足 直线 的 曲率 是 零 ， 还 要 满足 圆 上 每 一 点 的 曲率 都 相同 且 半 径 较 小 的 圆 的 曲率 
要 比 半径 较 大 的 圆 的 曲率 大 (这 反映 了 一 个 事实 ， 在 地 球 上 保持 平衡 要 比 在 篮球 上 更 容易 ) 。 如 果 
曲率 的 定义 不 能 做 到 这 点 ， 我 们 就 会 拒绝 定义 ， 而 不 是 拒绝 例子 。 

“因此 我 们 有 必要 了 解 一 些 关键 的 例子 。 每 当 我 们 试图 去 解 开 一 个 新 学 科 的 技术 难题 时 ， 了 解 这 
此 仙子 不 但 会 肋 和 们 角 基 为 什么 定理 和 定义 是 这 个 料 了 的 而 且 会 帮助 我 们 预测 定理 应 该 是 什么 


ee 


。 站 我 人 总 内 了 一人 事实 RAESTE, 其 中 充 


满 了 技巧 ,因为 掩盖 了 其 中 的 事实 。 但 是 在 学 习 基础 知识 时 ， 我 们 仍 要 寻找 关键 的 想法 和 定理 ， 然 
“后 了 解 它们 是 怎么 塑造 定义 的 。 

voa 对 过 于 追求 严谨 者 的 警告 。 本 书 没有 对 所 有 主题 都 做 到 严格 处 理 。 在 风格 和 严谨 性 上 都 有 一 些 
.经 过 深思 熟 虑 的 松动 。 我 我 将 尽力 使 关键 点 被 大 家 所 理解 ， 人 
写 。 本 书 的 严谨 程度 达 不 到 研究 性 论文 的 程度 
任何 EG METES.: 


很 难说 在 数学 (或 其 他 任何 一 个 领域) 中 人 们 如 何 提出 新 想法 。 在 数学 中 最 多 有 一 些 启 发 , 


例如 考虑 某 些 事 是 否 是 唯一 的 或 者 是 否 是 规范 的 。 数 学 家 变 得 至 高 无 上 是 在 他 们 验证 新 想法 的 时 


候 。 我 们 的 标准 是 必须 有 严格 的 证 明 ， 除 此 之 外 其 他 都 不 


。 这 就 是 数学 文献 如 此 可 靠 的 原因 (并 


不 是 指 不 犯错 误 ， 而 是 指 其 通常 不 会 犯 重大 错误 ) 。 事 实 上 上 局 我 只 能 说 如 果 任何 规律 都 有 验证 的 严 


修 数学 的 学 生 在 大 学 前 几 年 的 主要 任 


格 标准 ， 那 么 这 个 规律 必然 是 数学 中 的 某 部 分 。 当 然 ， 一 人 
务 就 是 学 习 什 么 是 严格 的 证 明 。 

不 幸 的 是 ， 我 们 在 传授 数学 知识 方面 做 得 并 不 好 。 每 一 年 都 有 数 亿 人 学 习 数学 课程 。 你 在 街 上 
或 在 飞机 上 遇 到 的 人 大 都 已 经 学 习 过 大 学 数学 了 。 但 是 有 多 少 人 喜欢 数学 呢 ? 又 有 多 少 人 根本 没有 


了 解数 学 真实 的 部 分 呢 ? 但 本 书 不 是 写 给 飞机 上 的 某 些 随机 人 群 的 ， 而 是 写 给 新 人 学 的 研究 生 以 及 


那些 原本 很 喜欢 数学 但 是 却 经 常 因为 数学 乏味 且 严 密 而 对 它 避 而 远 之 的 人 们 的 。 不 严谨 没有 关系 ， 
只 要 在 不 严谨 的 时 候 你 能 意识 到 并 且 清楚 地 把 它 标记 出 来 就 好 。 

参考 书目 的 评论 。 本 书 中 有 很 多 主题 。 尽 管 我 希望 我 能 完全 了 解 每 个 主题 的 文献 ， 但 是 那 是 不 
可 能 的 。 参 考 书目 是 由 同事 们 的 建议 、 我 所 教 过 的 书 和 我 使 用 过 的 书 共 同 拼凑 组 成 的 。 我 很 确信 还 
有 许多 我 所 不 了 解 的 出 色 教材 。 如 果 你 有 很 喜欢 的 教材 ， 请 发 电子 邮件 到 tgarrity@ williams. edu f 
诉 我 。 

创作 本 书 时 ，Paulo Ney De Souza 和 Jorge-Nuno Silva 正在 写 《 伯 克利 数学 问题 》[26] ， 这 是 一 


本 非常 出 色 的 题 集 ,其 中 的 问题 都 是 在 这 几 年 伯克利 数学 系 的 资格 考试 (通常 在 研究 生 的 第 一 年 或 
， 第 一 年 举行 ) 中 出 现 的 。 从 很 多 方面 上 说 ， 他 们 的 书 都 是 对 本 书 的 完善 ， 因 为 他 们 的 作品 是 在 你 想 
Ce 例如 。 ta 应 该 


最 后 ，Mac face 所 著 的 《数学 ， 形式 和 功能 》。 
分 问题 的 概述 。 我 把 此 书 在 这 里 列 出 是 因为 此 书 没 


BRER EI. ‘ee 
自然 地 引用 。 二 年 级 和 三 年 级 的 研究 生 应 


Pedersen 的 出 色 工 作 ， 他 为 本 书 制作 了 插图 和 图 表 。 
们 反馈 及 想法 。Nero Budar，Chris French 和 Richard Haynes 是 本 书 
原稿 早期 的 一 个 版 本 的 学 生 读者 。 Ed Dunne 给 出 了 很 多 必要 的 建议 和 帮助 。 在 威廉 姆 斯 学 院 2000 
hision 逐 行 地 检查 了 此 书 。 其 他 给 出 
建议 的 人 有 Bill Lenhart, Frank Morgan, Cesar Silva, Colin Ad ,Ed urger, David Barrett, Sergey Fo- 
min, Peter Hinman, Smadar Karni, Dick Canary, Jacek Miekisz, David James 和 Eric Sch | 
本 书 的 最 后 时 期 ，Trevor Arnold, Yann Bernard, Bill Correll, Jr. , Bart Kastermans 
dy, Elizabeth Klodginski, Alex Koronya, Scott Kravitz, Steve Root 和 Craig Westerlan 
Marissa Barschdorff 排版 了 本 书 原稿 的 一 个 很 早 的 版 本 。 威廉 姆 斯 学 院 数学 与 统计 系 是 创作 这 本 书 的 
一 个 好 地 方 。 我 要 感谢 威廉 姆 斯 学 院 的 所 有 同事 。 本 书 最 后 的 版 本 是 我 在 密 吹 根 大 学 进行 学 术 休 假 
n, ` 吹 根 大 学 也 是 一 个 非常 适合 研究 数学 的 地 方 。 我 要 感谢 剑桥 大 学 出 版 社 的 编辑 Lauren 
”Cowles ， 还 有 剑桥 大 学 出 版 社 的 Caitlin Doggart。 Gary Knapp 从 始 至 终 都 为 我 提供 精神 支持 并 且 对 原 
ot 详细 的 阅读 。 我 的 妻子 Lori nab E RAR Eer 
间 查 找 错误 。 对 于 以 上 所 有 人 致 以 我 深 深 的 谢意 。 ce 
最 后 ， 在 作品 完成 之 际 ，Mizner 英 年 早 逝 。 在 他 的 记忆 中 我 醉心 于 此 书 (LARTER 


a 同意 本 书 主题 的 选择 以 及 大 多 数 的 介绍 ， Pies bean T 


一 


-如果 你 看 现代 期 刊 中 的 文章 ， 议会 发 现 文章 主题 的 范围 非常 大 。 我 们 应 帮手 所有 
些 主题 呢 ? 事实 上 ， 这 个 问题 确实 存在 。 人 们 不 能 清晰 地 从 一 个 研究 领域 转换 到 另 一 个 。 不 过 也 并 


不 是 所 有 的 转换 都 是 混乱 的 。 在 数学 上 ， 我 们 至 少 有 两 种 方式 处 理 某 种 类 型 的 结构 。 


等 价 问题 ” 

数学 需要 知道 何 种 情况 下 事物 相同 或 等 价 。 所 谓 相同 是 指 把 一 个 数学 分 支 同 另 一 个 区 分 开 来 的 
东西 。 例 如 ， 拓 扑 学 会 考虑 两 种 几何 体 (数学 上 称 为 两 种 拓扑 空间 ) 是 相同 的 ， 如 果 其 中 一 个 能 够 
通过 扭转 、 夺 曲 但 不 通过 切 开 而 变 成 另 一 个 。 因 此 从 拓扑 学 的 角度 来 看 ， 我 们 有 


a al 


对 于 微分 拓扑 学 ， 1 ee a Sm EN 一 个 ， 则 两 个 几何 体 是 相同 


， 的。 平滑 的 意思 是 不 能 包括 锐利 的 边缘 。 那 么 


的 


正 因为 正方 形 有 四 个 角 ， 它 与 圆 不 等 价 。 
对 于 微分 几何 ， 等 价 的 概念 要 更 加 严格 。 在 这 里 两 个 几何 体 相同 不 仅 要 求 一 个 能 够 被 平滑 地 硒 
曲 和 扭转 成 另 一 个 ， 而 且 还 要 求 曲率 一 致 。 因 此 在 微分 几何 中 ， 圆 不 再 等 同 于 椭圆 


(OF) 


作为 在 数学 中 处 理 结构 的 第 一 种 方法 ， 我 们 可 以 把 数学 的 一 个 领域 看 成 是 由 确定 对 象 组 成 的 ， 
与 这 些 对 象 之 间 等 价 的 定义 联系 起 来 。 我 们 可 以 通过 给 出 的 映射 或 者 函数 来 解释 对 象 之 间 的 等 价 性 。 


在 大 多 数 章节 的 开头 ,我 们 会 列 出 这 些 对 象 和 主题 中 关键 的 对 象 之 间 的 映射 。 通 过 给 出 的 映射 ， 等 
， 价 问题 就 是 决定 两 个 对 象 何 时 相同 的 问题 。 
下 如果 等 价 问题 很 易于 处 理 某 组 对 象 ， 那 么 应 的 数学 分 支 就 不 再 起 作用 。 如 果 等 价 问题 解决 起 
来 太 难 ， 并 且 没 有 解决 问题 的 已 知 方法 ， i a 这 当然 是 由 相反 的 
原因 造成 的 。 数学 的 热门 领域 正 是 那些 在 等 价 问题 上 有 着 大 部 分 却 不 全 面 答案 的 领域 但 是 仅 通过 
一 部 分 答案 ， 我 们 能 说 明 什么 ? 
rei he, i 对 于 圆 来 说 ， 作为 一 个 拓扑 空间 ， 它 当然 不 


RFA, (EA) 


FAA, TA 
起 来 ， 这 个 正 整数 就 是 拓扑 空间 的 连通 分 支 数 。 因 此 我 们 有 
拓扑 空间 一 正 整 数 。 
要 注意 的 是 ， 一 个 空间 的 连通 分 支 数 在 拓扑 等 价 性 的 概念 下 《在 弯曲 和 扭转 下 ) 不 可 以 改变 。 故 而 
我 们 说 连通 分 支 数 是 一 个 拓扑 空间 的 不 变量 。 因 此 ， 如 果 两 个 空间 对 应 不 同 的 数字 ， 那 就 意味 着 它 
们 有 不 同 的 连通 分 支 数 ， 那 么 这 两 个 空间 在 拓扑 学 上 就 不 等 价 。 
当然， 两 个 空间 即使 有 相同 的 连通 分 支 数 但 仍然 可 能 是 不 同 的 。 例 如 ， 加 和 球 都 只 有 个 连通 
分 支 ， 但 是 它们 是 不 同 的 。 这 可 以 通过 观察 每 个 空间 的 维 数 来 区 分 ， 空 间 的 维 数 也 是 一 个 拓扑 不 变 
量 。 拓 扑 学 的 目标 是 找 出 足够 多 的 不 变量 来 保证 总 是 能 够 判定 两 个 空间 是 相同 的 还 是 不 同 的 。 这 个 


工作 还 没有 完成 。( 见 下 图 ) 
3 


DR EEEN RRR, HERRIOT, aao 


们 把 每 个 拓扑 空间 同一 个 正 整数 对 应 


环 -类 似 的 方法 会 贯穿 整个 数学 。 这 使 得 数学 的 不 同 分 支 间 有 了 巨大 的 相互 作用 。 
函数 的 研究 
RATE EZ 应 该 唱 的 圣 歌 


图 数 描述 了 世界 。 
PEKERE T TRB, 这 在 很 大 程度 上 使 数学 有 了 崇高 的 地 
位 。 例 如 ， 想 想 有 多 少 不 同 的 问题 可 以 被 归结 为 寻找 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 。 
i i ed 分 研究 从 实数 到 实数 的 可 微 函 数 ， 代 数 研究 一 次 、 


节 的 开头 ， 我 们 会 列 "ee ati, 
物理 学 中 的 等 价 问题 


物理 学 是 一 门 实验 科学 ， 因此 物理 学 中 的 问题 必须 由 实验 解答 。 但 是 实验 是 用 来 做 观测 的 , E 
通常 是 由 一 些 可 计算 的 量 来 描述 ， 如 速度 、 质 量 或 者 电荷 。 因 此 ， 掀 理 实验 通常 和 实验 室 计 取 的 数 
据 来 描述 。 更 简单 地 说 ， ee 


在 这 里 ， 例子 是 指 用 来 进行 测量 的 不 同 种 类 的 实验 室 设备 . 但 是 不 同 的 盒子 (不 同 的 实验 室 设 置 ， 会 产 
生 不 同 的 数据 ， 即 使 它们 物理 基础 是 相同 的 。 这 种 差异 甚至 会 发 生 在 单位 选择 这 种 烦琐 问题 上 。 

更 深入 地 ， 假 如 你 正在 设 定 一 个 系统 的 物理 状态 的 模型 来 作为 一 个 微分 方程 的 解 ， 为 了 写 出 微 
分 方程 ， 必 须要 选 定 一 个 坐标 系 。 坐 标 系 所 允许 的 变化 由 物理 学 决定 。 例 如 ， 和 牛顿 物理 学 和 狭义 相 
对 论 不 同 就 是 因为 各 上 自 都 有 不 同 的 允许 坐标 变化 。 

因此 在 物理 学 是 “盒子 中 的 数据 ”时 ， 真 正 的 问题 归结 为 何 时 不 同 的 数据 代表 着 相同 的 物理 规 
律 。 这 是 一 个 等 价 问题 。 数 学 的 重要 性 由 此 体现 〈 这 部 分 解释 了 在 物理 学 中 对 于 高 等 数学 急迫 的 需 
要 ) 。 物 理学 家 需要 找到 物理 不 变量 ， 通 常 物理 学 家 把 这 叫 作 “和 守恒 定律 ” 。 例 如 ， 在 经 典 物 理 中 ， 
能 量 守恒 也 可 以 被 叙述 为 表示 能 量 的 函数 是 一 个 不 变 的 水 数 。 
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推荐 阅读 …… 


线性 代数 研究 线性 变换 和 向 量 空间 ， 或 者 换 种 说 法 就 是 研究 矩 
阵 乘法 和 向 量 空间 R"。 你 应 该 知道 怎样 将 抽象 的 向 量 空 间 语 言 和 甜 
阵 语言 进行 互 译 。 尤 其 是 给 出 向 量 空间 的 一 个 基 ， 你 应 该 知道 怎样 
把 任意 一 个 线性 变换 表示 成 一 个 和 矩阵。 进一步 来 说 ， 给 出 两 个 矩阵 ， 
你 应 该 知道 如 何 判定 这 两 个 矩阵 事实 上 是 否 代表 在 不 同 种 选择 的 基 
下 的 相同 线性 变换 。 线 性 代数 基本 定理 即 有 关 给 出 一 个 矩阵 何 时 可 
递 的 许多 等 价 描 述 。 你 应 该 完全 了 解 这 些 定理 。 你 还 应 该 明白 在 线 
性 代数 中 很 自然 地 就 出 现 特征 向 量 和 特征 值 。 


你 应 该 知道 并 且 理 解 用 es 和 6 语言 描述 的 极限 、 连 续 、 微 分 和 
积分 基本 定义 。 使 用 es 和 6 语言 更 加 容易 理解 函数 一 臻 连续 的 含义 。 


反 函 数 定理 是 为 了 表明 一 个 可 微 函数 /: R" 一 R" 局 部 可 逆 当 且 仅 当 
它 的 导数 的 行列 式 (Jacobi 矩阵 ) 非 零 。 你 应 该 明白 向 量 值 函 数 可 微 是 
什么 意思 ， 为 什么 它 的 导数 一 定 是 一 个 线性 映射 (因此 可 以 表示 成 一 个 
矩阵 ， 即 Jacobi ERE) 及 怎样 计算 Jacobi 矩阵 。 另 外 ， 你 还 应 该 知道 隐 
函数 定理 ， 并 且 明 白 为 什么 它 与 反 函 数 定理 密切 相关 。 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


你 应 该 理解 怎样 根据 开 集 定义 一 个 拓扑 ， 怎 样 根据 开 集 表示 
连续 函数 的 定义 。 一 定 要 明白 R" 上 的 标准 拓扑 ， 至 少 要 到 理解 
Heine-Borel 定理 的 水 平 。 最 后 ， 你 应 该 知道 度量 空间 是 什么 并 且 
知道 怎样 使 用 度量 去 定义 开 集 ， 并 由 此 定义 一 个 拓扑 。 


你 应 该 了 解 向 量 场 的 积分 。 特 别 是 你 应 该 知道 怎样 计算 它 ， 
并 且 知 道 它 背后 的 几何 解释 。 你 要 理解 向 量 场 的 旋 度 和 散 度 、 郴 
数 的 梯度 和 沿 曲线 路 径 积分 。 然 后 ， 你 应 该 知道 微 积分 基本 定理 
的 经 典 扩展 ， 即 散 度 定理 和 Stokes 定理 。 你 尤其 应 该 理解 为 什么 会 


对 微 积分 基本 定理 做 推广 。 
J 微分 形式 和 Stokes 定理 


流 形 是 自然 出 现 的 几何 体 。 微 分 -形式 是 解决 流 形 积分 的 工 

。 你 应 该 知道 定义 流 形 的 不 同方 式 ， 怎 样 定义 它 ， 并 且 知 道 微 
Slew dag heen 你 也 应 该 能 够 把 -形式 和 外 微 
An a ei 梯度 、 旋 度 和 散 度 的 语言 。 最 

， 你 应 该 知道 Stokes 定理 的 描述 , 在 (k+1) 维 流 形 的 边界 上 ， 
BENEA DNE ee e a E 
上 -形式 积分 的 等 式 是 完全 定量 的 。 你 还 需要 理解 前 一 章 的 散 度 
定理 和 Stokes 定理 为 什么 是 本 章 Stokes 定理 的 特例 。 


EE emna 
曲率 的 所 有 表现 都 是 试图 度量 几何 对 象 的 切 空间 方向 的 变化 


率 。 你 应 该 知道 怎样 计算 平面 曲线 的 曲率 、 空 间 曲 线 的 曲率 和 挠 
率 ， 还 有 根据 Hesse 矩阵 计算 空间 中 曲面 的 两 个 主 曲率 。 


主题 概要 


不 同 的 几何 学 被 建立 在 不 同 的 公理 化 系统 。 给 出 一 条 直线 ! 和 不 
在 1 上 的 一 点 p， 欧 式 几 何 认为 存在 唯一 一 条 过 点 p 的 直线 平行 于 7， 
双 曲 几何 认为 可 以 存在 多 于 一 条 过 点 p 的 直线 平行 于 1， 而 椭圆 几何 
认为 不 存在 平行 于 1 的 直线 。 你 应 该 了 解 双 曲 几何 、 单 椭圆 几 何 和 双 
椭圆 几何 的 模型 。 最 后 ， 你 还 应 该 理解 为 什么 这 些 模型 的 存在 表明 
所 有 这 些 几何 学 都 是 相互 一 致 的 。 


本 章 要 点 就 是 理解 当 函数 可 以 被 解析 时 的 多 种 等 价 描述 。 这 里 
我 们 关注 函数 f: UC, HP U 是 复数 域 C 中 的 一 个 开 集 。 你 应 该 
知道 如 果 这 样 一 个 函数 f(z) 满 足下 列 等 价 条 件 中 的 任意 一 个 ， 则 它 


是 解析 的 。 
a) 对 于 所 有 的 zeU， 
li f(z) -f(2) 
im a= 
存在 。 
b) 函数 8 的 实 部 和 虚 部 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 
Ox % 
Ref _dlmf 
by oe 
c) 如 果 y 是 C=R? 中 的 任 一 逆 时 针 简 单 回 路 ，z, 是 y 内 部 的 
任意 复数 ， 则 
1 z 
E a 
这 是 柯 西 积分 公式 。 
d) 对 于 任意 复数 za, 在 C=R-: 中 存在 z 的 一 个 开 邻 域 ， 在 这 
个 开 邻 域 上 


AX = È a-a) 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


是 一 个 一 致 收敛 级 数 。 


进一步 ， 如 果 [一 C 是 解析 的 且 P(z) 关 0， 那么 在 am Sh, K 


数 / 是 保 形 的 〈 如 保 角 的 ) ， 它 可 以 看 作 是 从 R 到 R 的 映射 。 


0. 10 可 数 性 和 选择 公理 


E a 


勒 贝 格 积分 


你 应 该 知道 一 个 集合 是 可 数 无 限 集 是 什么 意思 。 特 别 是 ， 
你 应 该 了 解 整数 集 和 有 理 数 集 是 可 数 无 限 集 ， 而 实数 集 是 不 可 
数 的 无 限 集 。 你 还 应 该 了 解 选择 公理 以 及 其 他 貌似 古怪 的 等 价 
描述 。 


群 ， 抽 象 代数 学 习 的 基本 对 象 ， 是 对 几何 对 称 的 代数 解释 。 
你 应 该 了 解 群 的 基础 知识 (至 少 到 Sylow 定理 的 水 平 ， 它 是 理 
解 有 限 群 的 重要 工具 ) 以 及 环 和 域 的 基础 知识 。 你 还 应 该 知道 
Galois 理论 ， 它 提供 了 有 限 群 和 寻找 多 项 式 根 之 间 的 联系 ， 因 
此 展示 了 抽象 代数 与 中 学 数学 的 关联 。 最 后 ， 你 应 该 了 解 表示 
群 论 的 基础 知识 ， 它 介绍 了 怎样 把 抽象 的 群 与 矩阵 群 联系 
起 来 。 


你 应 该 了 解 勒 贝 格 (Lebesgue) 测度 和 积分 背后 的 基本 思想 ， 
至 少 要 到 了 人 解 勒 贝 格 控制 收敛 定理 的 水 平 ， 还 要 了 解 零 测 度 集 的 
概念 。 


你 应 该 了 解 怎 样 找到 一 个 周期 函数 的 傅 里 叶 (Fourier) RR, 

一 个 函数 的 传 里 叶 积 分 ， 傅 里 时 变换 以 及 傅 里 叶 级 数 怎 样 与 Hil- 

bert 空间 关联 起 来 。 进 一 步 ， 你 应 该 理解 怎样 使 用 傅 里 叶 变换 去 简 
化 微分 方程 。 


物理 学 、 经 济 学 、 数 学 以 及 其 他 学 科 都 在 试图 找 出 微分 方程 的 
解 。 你 应 该 知道 微分 方程 的 目标 是 找到 一 个 满足 含 导数 方程 的 未 知 
函数 。 由 于 受到 的 限制 比较 少 ， 常 微分 方程 总 是 有 解 的 。 而 对 于 偏 
微分 方程 的 情形 ， 在 大 多 数 情况 就 不 是 如 此 简单 ， 甚 至 通常 无 法 得 
知 解 是 否 存在 。 你 还 应 该 熟悉 三 种 传统 的 偏 微分 方程 : 热传导 方程 、 
波动 方程 和 Laplace 方程 。 


基本 的 组 合 学 和 基础 概率 论 都 可 以 归结 为 计数 问题 。 你 应 该 


知道 
n\_ nl 
k) El (n-k)! 


FEW n PIER HU k ATER AER, (和 多 项 式 的 二 项 式 定理 


间 的 关系 对 于 很 多 计算 来 说 非常 有 用 。 你 应 该 理解 基础 概率 论 。 你 
尤其 应 该 理解 样本 空间 、 随 机 变量 (包括 它 的 含义 以 及 它 作 为 一 个 
函数 的 定义 )、 期 望 及 方差 这 些 概 念 。 你 应 该 理解 为 什么 计数 参数 对 
_ 于 计算 有 限 样本 空间 的 概率 至 关 重 要 。 概 率 和 积分 计算 的 联系 可 以 
在 不 同 版 本 的 中 心 极限 定理 中 找到 ， 而 你 应 该 了 解 中 心 极限 定理 的 
思想 。 


你 应 该 理解 一 个 算法 的 复杂 性 是 什么 意思 ， 至 少 要 到 理解 P = 
NP 问题 的 水 平 。 你 应 该 了 解 基本 图 论 ， 例 如 ， 为 什么 树 是 理解 很 多 
算法 的 一 种 自然 结构 ? 数值 分 析 是 研究 估计 数学 中 计算 问题 的 答案 
的 算法 。 作 为 其 中 一 个 例子 ， 你 应 该 理解 估计 多 项 式 根 的 牛顿 法 。 


基本 对 象 : 向 量 空间 
基本 映射 :线性 变换 
基本 目标 : FET ES HP 


尽管 有 点 夸张 ， 但 我 们 仍 可 以 说 一 个 数学 问题 能 够 求解 仅 当 
它 能 够 被 简化 成 一 个 线性 代数 问题 。 并 且 线 性 代数 问题 可 以 最 终 
简化 成 线性 方程 组 的 求解 ， 它 涉及 矩阵 的 运算 。 这 是 贯穿 教材 ， 
更 是 贯穿 数学 领域 的 。 线 性 代数 对 于 计算 来 说 是 至 关 重 要 的 一 个 
工具 (更 准确 地 说 ， 是 各 种 工具 的 一 个 集合 )。 

线性 代数 的 作用 不 仅仅 在 于 我 们 能 够 用 它 处 理 和 矩阵 因而 解 线 
性 方程 组 。 有 关 这 些 具体 对 象 的 抽象 向 量 空间 和 线性 变换 的 思想 
让 我 们 看 到 了 许多 看 似 不 同 的 学 科 之 间 共 同 的 概念 联系 (当然 ， 
这 是 每 个 优秀 抽象 概念 都 具备 的 ) 。 例 如 ， 在 某 种 程度 上 ， 线 性 微 
分 方程 解 的 研究 与 用 三 次 多 项 式 来 建立 汽车 畦 的 模型 有 相同 的 感 
觉 ， 因 为 线性 微分 方程 的 解 空 间 和 描述 车 单 的 三 次 多 项 式 空 间 构 
成 了 向 量 空间 。 

在 第 6 节 我 们 讨论 了 线性 代数 基本 定理 ， 我 们 对 于 判别 何 时 包 
含 n 个 未 知 数 和 个 方程 的 线性 方程 组 有 解 给 出 了 多 种 等 价 方式 。 
这 些 等 价 条 件 中 的 每 一 个 都 很 重要 。 正 是 它们 赋予 了 线性 代数 
魅力 。 


典型 的 向 量 空 间 是 R*"， 所 有 的 n 元 实数 组 集 如 下 
{ (xi x) lx, ER|, 
正如 我 们 在 下 面 的 部 分 将 会 看 到 的 ， 我 们 能 够 把 两 个 n 元 数组 相 加 
得 到 另 一 个 元 数组 ， 这 使 它 成 为 一 个 向 量 空间 
(Bs) + (sry) = Cy AI 9 ye 

并 且 我 们 能 够 把 每 个 元 数组 与 一 个 实数 入 相 乘 

À (x,t Xn) = (Ax, pt ÀL) 
因而 得 到 男 一 个 n 元 数组 。 当 然 每 一 个 n 元 数组 通常 被 称 为 一 个 癌 
量 ， 而 实数 入 为 数量 。 当 n=2 和 n=3 时 ， 这 些 就 会 变 成 我 们 中 学 
学 过 的 平面 向 量 和 空间 向 量 。 
M R” A) R” 的 自然 映射 由 矩阵 乘法 给 出 。 写 出 一 个 列 向 量 
xeR" 


类 似 地 ， 我 们 能 够 写 出 R" 中 的 一 个 向 量 作 为 一 个 m 元 列 向 量 。 设 4 
是 一 个 mm xn 和 矩阵 


则 Ax 是 个 m 元 数组 
a, Ay a, 


y ii 
A mi a m2 “ai Amn Xa 


对 于 R" 中 的 任意 两 个 向 量 x 和 y， 任意 两 个 数量 入 Mu, RTA 
A(Ax +py) =AAx +pAy 
在 下 一 节 中 我 们 将 会 使 用 矩阵 乘法 的 线性 性 质 来 产生 向 量 空间 之 间 
的 线性 变换 的 定义 。 
现在 把 所 有 这 些 与 线性 方程 组 的 解 关联 起 来 。 假 设 我 们 已 知 b, 


GM +4" + T. A 


Ganr 二 


mn 
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vt, by Alay, t, amo 我 们 的 目标 是 找到 满足 下 列 方程 组 的 个 
Wa 


Ow Fe i =), 


dakit rh ih % =5,, 
线性 代数 中 的 计算 通常 会 简化 到 解 线性 方程 组 。 当 只 有 几 个 方程 的 
时 候 ， 我 们 能 够 手动 找 出 解 ， 但 是 当 方程 的 数量 增加 时 ， 计 算 将 迅 
速 地 从 愉快 的 代数 运算 变 成 符号 运算 的 焉 梦 。 这 些 可 怕 的 问题 不 是 
出 现在 单个 理论 中 ， 而 是 出 现在 试图 去 追踪 许多 个 微小 的 细节 中 。 
换 名 话说 ， 它 是 一 个 短 记 问题 。 
写 出 


并 且 未 知 数 为 


那么 我 们 可 以 用 更 简洁 的 形式 重新 书写 我 们 的 线性 方程 组 
Ax =b 
X m >n 时 ( 当 方 程 的 个 数 比 未 知 数 的 个 数 多 时 ) ， 一 般 来 说 我 
们 认为 方程 组 没有 解 。 例 如 ， 当 m=3 而 n=2 时 ， 这 在 几何 上 对 应 
于 平面 上 的 三 条 直线 没有 公共 交点 。 当 m <n 时 ( 当 未 知 数 的 个 数 
比方 程 的 个 数 多 时 ) ， 一 般 来 说 我 们 认为 方程 组 有 很 多 解 。 在 m =2, 
n=3 的 情况 下 ， 这 在 几何 上 对 应 于 空间 上 的 两 个 平面 相交 于 一 条 直 
线 。 线 性 代数 中 的 大 多 数 工具 都 是 用 来 解决 剩 下 的 mm=z 的 情形 。 
因此 我 们 想 找 出 n x1 的 列 向 量 x 来 解 Ax =b, HP A 是 已 知 的 
nxn Fah, b 是 一 个 已 知 的 nx1 列 向 量 。 假 设 方 阵 4 AER A! 
(这 意味 着 4 一 也 是 一 个 mn xz 矩阵 ， 更 重要 的 是 4 4 =T， 其 中 了 是 
单位 矩阵 ) 。 那 么 我 们 的 解 就 是 
x=A'b 
因为 
Ax =A(A`'b) =Ib =b 


因此 解 线性 方程 组 的 问题 就 变 成 了 什么 时 候 nxn 矩阵 4 A 
(只 要 逆 矩 阵 存在 ， 那 么 就 有 它 的 计算 方法 。) 

在 第 6 节 陈 述 的 线性 代数 基本 定理 在 本 质 上 就 是 何 时 一 个 nxn 
和 矩阵 有 逆 矩 阵 的 许多 等 价 条 件 的 列表 ， 因 此 它 对 于 理解 什么 时 候 线 
性 方程 组 有 解 是 十 分 重要 的 。 


研究 线性 方程 组 的 抽象 方法 是 从 向 量 空 间 的 概念 开始 的 。 

一 个 集合 了 是 实数 集 SR 上 的 一 个 向 量 空间 ， 如 
RERI: 

ILRxVoV, RRAa-vAH av 对 于 所 有 的 实数 a 和 下 中 的 元 
Žv; 

2. Vx V>V, RRA vew 对 于 向 量 空间 了 中 的 所 有 元 素 和 w, 
有 下 列 性 质 : 

a) 存在 集合 了 中 的 元 素 0 使 得 对 于 所 有 的 veV 有 0+v=v; 

b) 对 于 所 有 的 veVV 存在 元 素 ( -v)eV 且 v+ (-v) =0; 

c) 对 于 所 有 的 vy, weV, Av+w=w+y; 

d) 对 于 所 有 的 aeR 和 vy, weV,， 有 a(v+w) =av+aw; 

e) 对 于 所 有 的 a, beR 和 veV,， Ha (bv) = (ab) v; 

f) 对 于 所 有 的 a, beR 和 veV,， 有 (a+b)v=av+by; 

g) 对 于 所 有 的 veV,， lv =y。 
为 了 与 常见 用 法 保持 一 致 ， 向 量 空间 的 元 素 称 作 向 量 ，R (或 者 使 
用 的 其 他 域 ) 中 的 元 素 称 作 数 量 。 我 们 注意 到 在 最 后 一 部 分 给 出 的 
空间 R 显然 满足 这 些 条 件 。 

向 量 空间 之 间 的 自然 映射 就 是 线性 变换 。 
一 个 线性 变换 T: VOW RASS I] V BSS 
间 多 的 一 个 函数 ， 使 得 对 于 任意 实数 al ，a 和 中 的 任意 向 量 v， 
P; A 


T(a,v, +a,v,) =a, T(v,) +a,T(v,)o 


从 R" 到 及 "的 矩阵 乘法 给 出 了 线性 变换 的 一 个 例子 。 


O ”实数 可 以 被 复数 代替 ， 在 任何 领域 都 可 以 (在 第 11 章 “ 代 数 ” 中 将 会 对 其 定义 ) 。 


第 1 章 


线性 代数 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


向 量 空 间 了 的 子 集 避 是 下 的 一 个 子 空间 ， 如 果品 
本 身 是 一 个 向 量 空间 。 

实际 上 ， 根 据 下 列 命题 ， 检 验 一 个 向 量 空间 的 一 个 子 集 是 否 是 
一 个 子 空间 通常 是 很 容易 的 ， 证 明 留 给 读者 。 

上 向 圣 空 间 了 的 子 集 也 是 了 的 一 个 子 空间 ， 如 果 它 
对 于 加 法 和 数量 乘法 封闭 。 

给 出 一 个 线性 变换 TVW, V Fo W HAR RHF Si , 

如 果 7T:T 一 村 是 一 个 线性 变换 ， 那 么 了 的 核 是 

ker( T) = {veVIT(y) =0}, 


了 的 像 是 
Im(T) =|weWl## ve V 84 T(v) =w}, 
BHVOH—-AFSM, AAR, fov, 是 核 中 的 两 个 向 量 , a, b 
是 任意 两 个 实数 ， 那 么 
T( av, +by,) =aT(v,) +bT(v,) 

=a:0+b°0 

=0, 
同 理 我 们 可 以 证 明了 的 像 是 多 的 一 个 子 空间 。 

如 果 曾 唯一 出 现 的 向 量 空间 是 R 中 的 列 向 量 ,， 那么 这 种 抽象 是 
思春 的 。 情 况 并 不 应 该 如 此 。 这 里 我 们 只 看 一 个 例子 。 设 C*[0,1] 
是 定义 在 单位 区 间 [0,1] 上 的 所 有 实 值 函 数 的 集合 

f:[0,1]>R, 
太 的 左 阶 导数 存在 且 连 续 。 因 为 这 样 的 任意 两 个 函数 的 和 ， 任 意 一 个 
这 样 的 函数 与 数量 的 乘积 都 仍 会 在 C*[0,1] 中 ， 所 以 我 们 得 到 一 个 
向 量 空间 。 尽 管 我 们 在 下 节 中 才 会 正式 定义 维 数 , 但 是 我 们 仍 要 说 
C"[0,1] 是 无 限 维 的 (因此 绝 不 是 R*)。 我 们 可 以 把 导数 看 作 从 
C*[0,1] 到 低 一 阶 导数 的 函数 集合 Ch" (0,1) 的 线性 变换 


a k yk 
ail [0,1] C [0,1]. 


<r HABE! = 0 的 函数 组 成 ， 即 常 函数 。 


现在 考虑 微分 方程 
df 43 of 5 2f=0, 


dx? 


设 了 是 线性 变换 

r=4434421.C[0,1]0[0,11. 
找到 原始 微分 方程 的 一 个 解 (x) 的 问题 现在 变 成 了 找到 7 的 核 中 的 
一 个 元 素 。 这 表明 了 一 种 可 能 性 (这 确实 是 真 的 ) ， 就 是 线性 代数 的 
语言 能 够 被 用 来 理解 〈 线 性 ) 微分 方程 的 解 。 


ER] «.: 


我 们 的 目标 是 定义 向 量 空间 的 维 数 。 

SEED 一 纽 向量 (， n 构成 向 量 空间 了 的 一 个 基 ， 
如 果 给 出 任意 的 ve V， 存 在 唯一 的 系数 a1/，…，a, eR， 使 得 v = 
a,¥, tatao 

Si 向 量 空间 V 的 维 数 是 它 的 一 个 基 所 含 向 量 的 数 
目 ， 记 为 dim(P) 。 

无 论 选 哪 组 基 ， 基 中 元 素 的 个 数 总 是 相同 的 。 这 件 事 并 不 那么 
显而易见 ， 所 以 为 了 使 向 量 空间 维 数 的 定义 更 好 地 被 理解 ， 我 们 需 
要 下 述 定理 (在 此 不 做 证 明 )。 

FSD 身 量 空间 VV 的 所 有 基 所 含 向 量 的 数目 相等 。 

SER", HERA 

{(1,0,-+*,0) ,(0,1,-+,0) ,--+,(0,--+,0,1) We 

因此 R" 是 nn 维 的 。 当 然 如 果 定 理 不 正确 ， 上 述 维 数 的 定义 也 将 是 错 
误 的 ， 并 且 我 们 需要 另 一 个 定义 。 这 可 以 作为 在 介绍 中 提 到 的 数学 
定义 原则 的 一 个 例子 。 关 于 维 数 对 具体 实例 的 意义 ， 我 们 有 更 直观 
的 理解 : 直线 应 该 是 一 维 的 ， 平 面 应 该 是 二 维 的 而 空间 应 该 是 三 维 
的 。 之 后 我 们 能 得 到 一 个 严格 的 定义 。 如 果 这 个 定义 对 于 我 们 已 经 
理解 的 三 个 例子 可 以 给 出 “正确 ”答案 ， 某 种 程度 上 我 们 就 认为 这 
个 定义 确实 描述 了 维 数 的 含义 。 于 是 我 们 可 以 把 这 个 定义 应 用 到 我 
们 不 能 直观 理解 的 例子 中 。 

把 基 的 想法 联系 起 来 的 是 以 下 定义 。 

GED arzav phn, =, n 是 线性 无 关 的 ， 
如 果 从 


数 和 表示 为 生 阵 的 线性 变换 
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ay +…+ay =0 
可 以 推出 所 有 的 系数 al ，…，a, 必须 全 为 0。 
直观 上 ， 如 果 一 组 向 量 都 指向 不 同 的 方向 ， 则 它们 是 线性 无 关 
的 。 那 么 基 是 可 以 线性 表 出 向 量 空间 的 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 在 这 
里 线性 表 出 的 意思 是 


向 量 空间 了 可 以 由 一 组 向 量 几 ，…，m 线性 
表 出 ， 如 果 对 于 任意 的 ve V， 都 存在 a/,，…，a, ER, 使 得 y= 


aV + + abo 

现在 我 们 的 目标 是 表明 在 固定 向 量 空 间 了 和 于 的 基 的 情况 下 ， 
有 限 维 空间 中 所 有 的 线性 变换 7.V 一 WW 怎样 表示 为 矩阵 乘法 。 

首先 固定 不 的 一 个 基 {1w | AW A — Ew, ew} E 
看 线性 变换 7 了 之前， 我们 需要 表明 怎样 把 ” 维 空间 了 中 的 每 个 元 素 
表示 成 R" 中 的 一 个 列 向 量 ， 怎 样 把 m 维 空间 下 中 的 每 个 元 素 表示 
成 及 "中 的 一 个 列 向 量 。 给 出 了 中 任意 向 量 "， 根 据 基 的 定义 ， 存 在 
唯一 的 一 组 实数 a,, ，…，a, ， 使 得 

V=a,V, + +a, Vo 


因此 ， 我们 把 向 量 v 表示 成 列 向 量 


类 似 地 ， 对 于 下 中 的 任意 向 量 w， 存 在 唯一 的 一 组 实数 b| ，…， 
b, 使 得 


w=bw + +b, Wano 
这 里 我 们 把 w 表示 成 列 向 量 
b, 


bn 

注意 到 我 们 已 经 分 别 在 了 和 W PAES R A R” 中 的 向 量 间 
建立 了 一 个 对 应 。 更 准确 地 说 ， 我 们 能 够 证 明了 同 构 于 R (意味 着 
存在 一 个 从 了 到 R 的 一 对 一 的 线性 变换 ) 并 且 WPF R"， 必 须 
强调 的 是 只 有 在 基 已 经 选 定 的 情况 下 ， 实 际 的 对 应 才 会 存在 (这 意 
味 着 当 同 构 存在 时 它 不 是 规范 的 ， 这 个 问题 很 严重 ， 因 为 在 实际 中 
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没有 基 可 以 选 是 很 不 幸 的 ) 。 
现在 我 们 想 要 把 线性 变换 7:V 一 WW 表示 成 一 个 mxn EEA, X 
于 向 量 空间 V 的 每 一 个 基 向 量 v,，7T(v,) 将 是 WW 中 的 向 量 。 因 此 存在 


实数 gl,，…，a, 使 得 
T(¥;) =a Wi 十 十 Go 
我 们 想 要 看 到 线性 变换 了 对 应 一 个 mm xn 和 矩阵 
Gy Sp" 1 Si, 
A -| : : = de 
Ga üa | ia 


给 出 VV 中 的 任意 向 量 y,，v =a, +… av, 我们 有 
T(v) =T(a,v, +… +4,¥,) 
=a,T(v,) + +a,T(v,) 
=a (aW +H +a,,W,,) to +a (anW + +annW,,)o 


mn m 


{Efe 4 1) Bs [a] AAA TA] 9 2 Fe MONS, ET RA ER A 和 对 应 


于 向 量 v 的 列 向 量 的 乘法 
Cl Qan ** GQ, a, bı 
a mi Am2 ad A mn an bn 


注意 ， 如 果 7: 一 了 是 从 一 个 向 量 空间 到 它 自身 的 线性 变换 ， 那 么 它 
的 对 应 矩 阵 是 n xn 方 阵 。 

给 出 不 同 的 向 量 空间 V 和 下 的 基 ，, 与 线性 变换 了 相关 的 矩阵 就 
会 变化 。 于 是 这 里 自然 出 现 了 一 个 问题 ， 即 如 何 判定 两 个 矩阵 事实 
上 代表 着 相同 的 线性 变换 ， 只 不 过 是 在 不 同 的 基 下 。 这 将 是 第 7 节 
的 讨论 目标 。 


我 们 接 下 来 的 任务 是 给 出 矩阵 行列 式 的 定义 。 事 实 上 ， 我 们 将 
会 给 出 行列 式 的 三 个 可 替换 描述 。 这 三 个 描述 是 等 价 的 ， 每 一 个 都 
有 其 优点 。 

我 们 的 第 一 种 方法 是 定义 1 x1 矩阵 的 行列 式 ， 然 后 递归 地 定义 
nxn 和 矩阵 的 行列 式 。 
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因为 1 x1 和 矩阵 就 是 数字 ， 于 是 下 面 的 定义 并 不 奇怪 。 
1 xl Ea 的 行列 式 是 实 值 函 数 
det(a) =a, 
这 不 是 特别 重要 。 
在 给 出 一 般 的 nxn 矩阵 行列 式 的 定义 之 前 ， 我 们 需要 给 出 一 些 
FS, MFP xn IE 


an a2 ik Any 
用 4; 表 示 从 4 中 删 掉 第 i 行 和 第 j 列 后 得 到 的 (n - 1) x (n - 1) FE, 
例如 ， 如 果 


那么 Aj, = (a )o 
类 似 地 ， 如 果 


因为 我 们 已 经 定义 了 1 x1 矩阵 的 行列 式 ， 现 在 我 们 就 根据 介 
绍 ， 假 定 我 们 已 知 任意 (n -1) x (n -1) 和 矩阵 并 且 使 用 它 去 寻找 nxn 
矩阵 的 行列 式 。 

A 是 一 个 nxn Bh, MAA 的 行列 式 为 


n 


det(A) = > (-1)**'a,,det(A,,) 
k=] 
因此 对 于 矩阵 


我 们 有 
det(A) =a det(A) —a@,,det(A,,) =@),4y) 一 apai， 


这 是 我 们 印象 中 的 行列 式 。 上 述 3 x3 EITI A 


2 BS 
4 9 6 9 6 4 
det]}6 4 9 |=2det —3det + 5det $ 
1 8 7 8 7 1 


7128 
虽然 这 个 定义 的 确 描述 了 行列 式 ， 但 是 它 掩盖 了 很 多 行列 式 的 用 途 
和 它 背后 的 直觉 。 

描述 行列 式 的 第 二 种 方式 已 经 被 建立 到 了 行列 式 重 要 的 代数 性 
质 中 。 它 突出 了 行列 式 的 函数 性 质 。 

ti nxn eM A 记 为 4=(4,…,4,)， 其 中 4; 表示 第 i 列 


4 的 行列 式 被 定义 为 唯一 的 实 值 函 数 
det :矩阵 一 R。 


满足 

a) det(A,,-*:,AA,,°*,4,) =Adet(4 4) 

b) det(4 ,4 +AA,,…,A,) =det(A,,…,A,), kzi; 

c) det( #4248) =1, 
因此 ， 如 果 把 矩阵 的 每 一 个 列 向 量 看 作 R" 中 的 一 个 向 量 ， 行 列 式 则 
可 以 看 作 一 种 从 R" x… xR” 到 实数 的 特殊 函数 。 

为 了 能 够 使 用 这 个 定义 ， 我 们 需要 证 明 这 样 一 个 矩阵 空间 上 的 
函数 存在 且 唯 一 满足 条 件 a 到 c。 存 在 性 可 以 通过 检验 我 们 对 行列 式 
满足 这 些 条 件 的 第 一 个 (归纳 的 ) 的 定义 而 得 到 ， 尽 管 检验 的 计算 
很 烦琐 。 唯 一 性 的 证 明 可 以 在 大 多 数 的 线性 代数 教材 中 找到 。 

行列 式 的 第 三 个 定义 是 最 具有 几何 意义 的 但 也 是 最 模糊 的 。 我 
们 把 一 个 mxzm FE A 考虑 成 一 个 从 R" 到 R 的 线性 变换 。 然 后 4 
把 R" 中 的 单位 立方 体 映射 成 某 种 不 同 的 对 象 一 个 平行 体 )。 根 据 
定义 ， 单 位 立方 体 的 体积 为 1 。 

GAED EHA 的 行列 式 是 单位 立方 体 的 像 的 体积 ， 且 带 
有 正 负 符号 。 

这 个 定义 并 不 明确 ， 因 为 定义 像 的 体积 的 具体 方法 并 没有 给 出 。 
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事实 上 ， 大 多 数 人 会 把 像 的 带 有 正 负 符号 的 体积 定义 为 通过 前 两 个 
定义 中 的 行列 式 得 到 的 值 。 尽 管 会 失去 大 部 分 的 几何 意义 ， 但 是 这 
仍 可 以 做 到 严格 。 


Eo 让 我 们 看 一 些 例子 ， 矩阵 


a-( “| 


把 单位 正方 形变 成 


ee i 
国 
1 
因此 区 域 加 倍 了 ， 我 们 可 以 得 到 
det(4) =2。 


体积 有 正 负 符号 意味 着 如 果 单 位 立方 体 边 的 方向 改变 了 ， 那 么 
我 们 要 在 体积 的 前 面 加 上 负 号 。 例 如 ， 考 虑 矩阵 


Ka 
A= o 
) Q 1 


图 像 为 


注意 到 两 侧 的 方向 翻转 了 。 因 为 区 域 仍然 加 倍 ， 根 据 定 义 得 到 
det(4) = -2。 
要 严格 地 定义 取向 有 些 棘 手 (RISER 6 章 解 决 这 个 问题 ) ， 但 是 
它 的 意义 很 明显 。 
行列 式 有 很 多 代数 性 质 。 例 如 ， 
如 果 4 Fo BR nxn KH, BA 
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det(AB) =det(A) det(B) 。 
这 可 以 通过 一 长 串 的 计算 或 者 通过 单位 立方 体 体 积 改 变 的 行列 式 定 
义 而 证 明 。 


这 里 介绍 线性 代数 基本 定理 。( 注意: 我 们 还 没有 定义 特征 值 和 
特征 向 量 ,但 是 会 在 第 8 节 介 绍 。) 

定理 1.6.1 (基本 定理 ) RAR—P nxn HE, MEAG 
题 是 等 价 的 

1.4 Æ TŽ; 

2. det(A) 40; 

3. ker( A) =0; 

4. 如 果 石 是 及 "中 的 一 个 列 向 量 ， 存 在 及 " 中 唯一 的 列 向 量 工 满 
Æ Ax =b; 

5. A 的 列 向 量 组 线性 无 关 ; 

6.4 的 行 向 量 组 线性 无 关 ; 

7.4 的 转 置 47 TH (GRE, wRA=(a;), 那么 4 = (a;)); 

8.4 的 所 有 特征 值 都 非 零 。 

我 们 可 以 根据 线性 变换 重 述 这 个 定理 。 

定理 1.6.2 (基本 定理 ) 设 T:T 一 是 一 个 线性 变换 。 则 下 
列 命 题 等 价 

1. 人 是 可 逆 的 ; 

2.det(T) 关 0， 其 中 行列 式 由 下 上 基 的 一 个 选择 定义 ; 

3. ker( 了 ) =0; 

4. 如 果 石 是 下 中 的 一 个 向 量 ， 则 在 下 中 存在 唯一 的 向 量 ， 满足 
T (7) =b; 

5. F VRAA v, pe, BTO), TO ) 线 性 无 关 ， 

6. 对 于 了 的 任意 一 个 基站,…,P ， 如 果 $ 表示 了 的 转 置 线性 变 
换 ， 那 么 像 S(y,) ,…,S(v, ) 线 性 无 关 ; 

7.T 了 的 转 置 可 逆 (这 里 转 置 由 下 上 基 的 一 个 选择 定义 ) ; 

8. 工 的 所 有 特征 值 都 非 零 。 

为 了 使 这 两 个 定理 清晰 对 应 ， 我 们 要 考虑 一 个 事实 ， 就 是 我 们 
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只 有 矩阵 的 行列 式 和 转 置 的 定义 ， 而 没有 线性 变换 的 。 这 里 我 们 不 
再 说 明 ， 因 为 在 选 定 一 个 基 的 情况 下 ， 这 些 概念 都 可 以 延伸 到 线性 
变换 上 (事实 上 ,这 假定 我 们 选择 了 内 积 ， 内 积 会 在 第 13 章 传 里 叶 
级 数 部 分 定义 ) 。 但 我 们 注意 到 尽管 det (1) 的 实际 值 会 依赖 于 选 定 
的 基 ， 条 件 det(T) 40 不 会 。 相 似 的 陈述 在 条 件 (6) 和 (7) 中 仍 
成 立 。 练 习 7 是 对 此 做 证 明 ， 在 这 里 你 需要 去 找 一 本 关于 线性 代数 
的 书 并 且 补 充 证 明 。 线 性 代数 书 上 不 会 把 结果 陈述 在 上 面 。 而 翻译 
练习 也 是 做 这 个 练习 目的 的 一 部 分 。 

这 些 等 价 命题 中 的 每 一 个 都 很 重要 。 每 一 个 都 可 以 根据 其 自身 
特点 来 研究 。 值 得 注意 的 是 ， 它 们 其 实 是 相同 的 。 


回想 给 出 n 维 向量 空 间 VV 的 一 个 基 ， 我 们 能 够 把 线性 变换 


T:V>V 

表示 成 一 个 xn 矩阵 A。 不 幸 的 是 ， 如 果 我 们 选择 了 VV 中 一 个 不 同 
的 基 ， 代 表 线性 变换 了 的 矩阵 就 会 完全 不 同 于 原始 矩阵 4。 本 节 的 
目标 就 是 找 出 一 个 清晰 的 标准 来 判断 何 时 两 个 矩阵 实际 上 代表 在 不 
同 种 基 的 选择 下 是 相同 的 线性 变换 。 

两 个 nxn 4 A fo B RAM, wo RA TE 
IEE C 使 得 

4=C-IBC。 

我 们 希望 当 两 个 矩阵 表示 相同 的 线性 变换 时 它们 恰好 相似 。 选 
FAE VASE, wiv, en] (vw) Piw, w) (w 
基 )。 设 4 为 表示 对 于 ， 基 的 线性 变换 了 的 矩阵 ， 设 媚 为 表示 对 于 几 
基 的 线性 变换 的 矩阵 。 我 们 想 要 构建 矩阵 C 使 得 4 =C-BC。 

回想 给 出 的 V 基 ,我 们 能 够 如 下 把 每 个 向 量 zeVV 写 成 一 个 nxl 
列 向 量 ; 已 知 存在 唯一 的 系数 a ,…,a, 使 得 

Z= V H +a, Vo 
然后 关于 vy 基 ， 我 们 把 zx 写成 列 向 量 


a, 
a, 


o 
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类 似 地 ， 存 在 唯一 的 系数 b|，…，b, 使 得 


ZzZ=bw ++ +b,W,, 


这 意味 着 关于 w 基 ， 向 量 z 是 列 向 量 


HR C=(c;)， 那 么 元 素 oj 恰好 是 满足 


W; =CaV 十 .十 Copy 


mon 


的 数 。 
那么 ， 因 为 4 和 B 表 示 相同 的 线性 变换 ， 我 们 需要 图 示 
m A 
cl | c 
H” B H” 
来 代 换 ， 这 意味 着 CA = 了 BC， 或 者 说 
4=C-BC 


即 为 所 需 。 

判定 何 时 两 个 矩阵 相似 在 数学 和 物理 学 中 都 会 出 现 。 通 常 你 需 
要 选择 某 个 坐标 系 ( 某 个 基 ) 来 写 下 所 有 的 东西 ， 但 是 你 所 感 兴趣 
的 基础 数学 和 物理 与 初始 选择 无 关 。 关 键 问 题 就 变 成 了 : 当 坐 标 系 
变化 的 时 候 ， 什 么 东西 被 保留 了 下 来 ? 相似 矩阵 使 我 们 开始 理解 这 
些 问题 。 


在 圭一 节 我 们 看 到 两 个 矩阵 代表 不 同 种 基 选 择 下 的 相同 的 线性 
变换 ， 仅 当 它 们 相似 的 时 候 。 尽 管 如 此 ， 这 并 没有 告诉 我 们 怎样 选 
择 向 量 空 间 的 基 以 便于 线性 变换 有 一 个 特别 得 体 的 矩阵 表示 。 例 如 ， 
WY Ff Fe 
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相似 于 和 矩阵 
if -4 -5 
Bazi F ~-r], 
5 4 15 


但 是 比 起 下， 所 有 人 更 加 认同 4 的 简单 性 。( 顺便 说 一 句 ，4 Fl BHA 
似 并 不 明显 。 我 以 4 开始 ， 选 择 了 一 个 非 奇异 矩阵 C， 然 后 使 用 软 
件 包 Mathematica 计算 C- 4C， 从 而 得 到 B。 我 没有 突然 说 “看 到 ” 
A 和 如 相似 。 不 ， 即 使 我 认为 它 是 这 样 的 。) 

下 列 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 是 为 了 给 我 们 选 出 “好 ”的 基 。 
同时 ， 仍 然 有 很 多 其 他 要 理解 特征 值 和 特征 向 量 的 原因 。 
设 了 :一 少 是 一 个 线性 变换 。 那 么 一 个 非 堆 向量， 
ET 将 是 了 的 属于 特征 值 A 的 一 个 特征 向 量 ， 其 中 入 是 一 个 数量 ， 
如 果 


T(y) =Ay。 
对 于 一 个 nxn EEA, -NERI EXER 将 是 属于 特征 值 人 的 
一 个 特征 向 量 ， 其 中 入 是 一 个 数量 ， 如 果 

Ax =Ax, 
从 几何 上 来 说 ， 如 果 了 通过 因子 从来 延伸 ww， 向 量 是 线性 变换 了 上 
属于 特征 值 和 的 一 个 特征 向 量 。 


例如 ， 
Me ee pt 
因此 对 于 由 2 x2 EM Pe T anatra, 2 是 一 个 特征 值 ， 


是 (“，] 的 一 个 特征 向 量 。 

幸运 的 是 ， 有 一 种 简单 的 方式 来 描述 方 阵 的 特征 值 ， 这 将 使 我 
们 看 到 矩阵 的 特征 值 在 相似 变换 下 保持 不 变 。 

Tee 入 有 是 方 阵 4 的 一 个 特征 值 当 且 仅 当 入 是 多 项 式 
P(t) =det(tl-A) H—E, 


多 项 式 P(t) =det(tl -A)r AEE A 的 特征 多 项 式 。 
证 明 设 入 是 A 的 一 个 特征 值 ， 特 征 向 量 为 yp。 则 Ay =Av， 或 
者 说 
Av -Av =0, 
其 中 等 式 右 边 的 0 是 零 列 向 量 。 加 入 单位 矩阵 TJ， 我 们 有 
0=Av -Av=(AI-A)v, 
因此 矩阵 MT -4 有 一 个 非 平凡 的 核 wm。 根据 线性 代数 基本 定理 ， 当 
det(AI-A) =0 
时 这 才 会 发 生 ， 这 表明 A 是 特征 多 项 式 P(t1) =det(tI-A) t — iik, 
证 毕 。 
See GLA fo BSH, MA 的 特征 多 项 式 等 于 B 
的 特征 多 项 式 。 
证 明 因为 4 和 B 相似 ,一 定 存在 可 逆 矩 阵 C 使 得 4=C-'BC。 
则 


det( tI -A)=det(tI-C-'BC) 
=det(tC-'C -C“'BC) 
= det(C~') det(tl —-B) det(C) 
=det(tI -B), 
使 用 1=det(C-C) =det(C~')det(C). 
因为 相似 矩阵 的 特征 多 项 式 是 相同 的 ， 这 就 意味 着 特征 值 一 定 
相同 。 


相似 答 阵 的 特征 值 相 同 。 

因此 为 了 看 两 个 矩阵 是 否 相似 ， 人 们 可 以 通过 计算 来 看 它们 的 
特征 值 是 否 相同 。 如 果 它 们 不 同 ， 答 阵 就 不 相似 。 然 而 ， 有 相同 的 
Ae AEA R AE RAE FA, Blio, ETE 


a6 2) 


1 0 
B-(, z) 
都 有 特征 值 1 和 2， 但 是 它们 不 相似 。( 这 可 以 通过 假定 存在 一 个 可 


2x2 HR CHHC'AC=B 而 证 明 ， 然 后 证 明 det(C) =0, 与 C 
可 北 矛 质 。) 
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因为 在 相似 变换 下 特征 多 项 式 P(1) 不 会 改变 ， 所 以 在 相似 变换 
下 P(#) 的 系数 也 不 会 改变 。 但 是 因为 P(1) 的 系数 本 身 就 是 矩阵 4 的 
元 的 (复杂 ) 多 项 式 ， 所 以 我 们 现在 有 一 些 在 相似 变换 下 不 变 的 4 
的 元 的 特殊 多 项 式 。 这 些 系数 我 们 已 经 以 另 一 种 形式 看 到 过 ， 即 4 
的 行列 式 ， 如 下 列 定理 所 述 。 这 个 定理 会 把 4 的 特征 值 同 4 的 行列 
式 联 系 起 来 ， 这 很 重要 。 

GIEB ” 设 和 人,…,》, 是 矩阵 4 的 特征 值 ， 重 复 的 仍然 被 
计数 。 则 

det(A) =A1:…A,o 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 需要 讨论 重复 的 特征 值 仍 然 被 计数 
的 含义 。 问 题 在 于 一 个 多 项 式 可 能 有 需要 计数 多 于 一 次 的 根 ( 例 如， 
多 项 式 (x -2)2 有 我 们 想 要 计 两 次 数 的 单 根 2)。 这 种 情况 会 在 特征 
多 项 式 中 发 生 。 例 如 ， 考 虑 矩阵 


3 0 0 
0 S Wii; 
0 0 4 


它 的 特征 多 项 式 为 三 次 多 项 式 
(t-5)(t-5)(t'-4), 
根据 上 面 的 定理 ， 我 们 会 列 出 特征 值 为 4，5,，5。 因 此 要 计 特 征 
值 5 两 次 。 
证 明 因为 特征 值 A ,…,A, 是 特征 多 项 式 det(t1-A) WH (4) 
根 ， 我 们 有 
(t—A)'(t—A,)=det(t1 -A), 
At=0, 我 们 有 
(-1) AAA =det( -A), 
在 矩阵 -A 中 ,4 的 每 一 列 都 被 ( -1) 所 乘 。 使 用 行列 式 的 第 二 定 
义 ， 我 们 能 够 提出 这 些 -1， 得 到 
GE) 
所 以 结果 成 立 。 证 毕 。 
最 后 我 们 回 到 为 表示 线性 变换 决定 一 个 “好 的 ” 基 上 。“ 好 ” 
的 度量 是 矩阵 接近 对 角 和 矩阵 的 程度 。 我 们 会 把 其 限制 到 一 个 特别 但 
普遍 的 等 级 上 ， 即 对 称 和 矩阵 。 对 称 的 意思 是 如 果 4 = (a;)， 那 么 我 
们 要 求 第 i 行 第 j 列 的 元 素 (a) 必须 等 于 第 j 行 第 i 列 的 元 素 (a;)。 


因此 
5 3.4 
: : j 
424 
是 对 称 的 ， 但 是 
2 
6 5 : 
2 18 4 
不 是 对 称 的 。 


如 果 人 是 一 个 对 称 和 矩阵 ， 那 么 存在 一 个 答 阵 召 相 
WF RRA, CE BARA ABE MEM AREMARRMLA 的 
特征 值 。 

证 明 证 明基 本 上 只 剩 下 表明 4 的 特征 值 组 成 了 一 个 基 ， 在 这 
个 基 里 面 4 成 了 我 们 想 要 的 对 角 短 阵 。 我 们 假设 4 的 特征 值 不 同 ， 
因为 当 有 多 重 特征 值 时 计算 很 困难 。 ; 

Bv, 内，…， 册 是 矩阵 4 的 特征 向 量 ， 对 应 于 特征 值 Ai， 
Àz, =, Ào ZERIE E 

C= (Pisan) 

HP CHPiNAA ME v,, AMAN HEE CAC 满足 我 们 的 定 
理 。 因 此 我 们 想 要 证 明 C-'4C STH ABH 


Ay Ooo, 0 
-| TA: S 
G Go») A, 
记 
0 0 
0 1 0 
ey sy Ely ee Nee En = o 
0 0 1 


MAPAH i, Lik st AE BHR Be, =Aie; 的 唯一 的 和 矩阵。 
RAH REE C 现在 变 得 清晰 了 ， 因 为 我 们 观察 到 对 于 所 有 的 i， 
Ce; =v,。 因 此 我 们 有 

CACe =C Av; =C (NV) MC E= Aey 
定理 得 证 。 证 毕 。 
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至 此 还 没有 结束 。 对 于 非 对 称 和 矩阵 ， 还 有 其 他 规范 的 方式 来 找 
出 “好 的 ”相似 矩阵 ， 例 如 Jordan 规范 型 ， 上 三 角 型 和 有 理 标准 型 。 


函数 很 值得 研究 。 事 实 上 ， 函 数 有 时 好 像 比 它们 的 领域 更 基础 。 
在 线性 代数 的 上 下 文中 ， 函 数 自 然 是 线性 变换 ,或 者 从 一 个 向 量 空 
间 到 另 一 个 向 量 空间 的 线性 映射 。 在 所 有 的 实 向 量 空 间 中 ， 有 一 种 
看 起 来 最 简单 ， 即 实数 集 R 的 一 维 向 量 空间 。 这 引领 我 们 去 检验 向 
量 空间 上 的 一 种 特殊 类 型 的 线性 变换 ， 就 是 那些 把 向 量 空间 映射 成 
实数 的 线性 变换 ， 我 们 把 这 种 线性 变换 的 集合 称 为 对 偶 空间 。 对 偶 
空间 在 数学 中 经 常 出 现 。 

设 了 是 一 个 向 量 空 间 。 对 偶 向 量 空间 或 对 偶 空 间 就 是 

V* = {M V 到 实数 集 R 的 线性 映射 | 
={v* :VRlv' 是 线性 的 | 。 

你 可 以 检验 出 对 偶 空间 V 本 身 就 是 一 个 向 量 空间 。 

设 7T;V 一 WW 是 一 个 线性 变换 。 那 么 我 们 可 以 定义 一 个 自然 线性 
变换 

raw ay" 
KK W AEBS Te BV AREAS TH), Bw ee 丈 " 。 则 给 出 向 量 空间 W 
中 的 任意 向 量 w， 我 们 知道 w”(w) 将 是 一 个 实数 。 我 们 需要 定义 7 
使 得 7T* (w*) eV* 。 因 此 给 出 任意 向 量 ve V， 我 们 需要 7T* (w* ) (vy) 
成 为 一 个 实数 。 简 单 地 定义 
T (w* )(v)=w" (7(7) )。 

顺便 说 一 下 ， 注 意 到 线性 变换 TVW 的 方向 实际 上 与 
7* WV" 是 相反 的 。 结 论 的 得 出 很 自然 ,但 并 不 意味 着 映射 7 
是 显然 的 ， 反 而 它 能 唯一 地 与 原始 线性 映射 7 关联 起 来 。 

这 样 的 一 个 对 偶 映 射 会 在 很 多 语 境 中 出 现 。 例 如 ， 如 果 开 和 了 
是 有 连续 映射 .XY 的 拓扑 空间 ，C(X) 和 C(Y) 表 示 也 和 Y 上 连 
续 实 值 函 数 的 集合 ， 那 么 这 里 的 对 偶 映 射 

F*.C(Y)—C(X) 

定义 为 严 "(g)(x) =g(F(x))， 其 中 g 是 Y 上 的 一 个 连续 映射 。 

试图 抽象 地 描述 所 有 这 些 对偶 映 射 是 20 世纪 中 期 数学 的 一 个 重 


要 主题 ， 并 且 可 以 被 看 作 范畴 论 的 开端 之 一 。 


自从 数学 家 开始 研究 数学 ， 他 们 就 一 直 在 使 用 线性 代数 ， 但 是 
形式 、 方 法 和 术语 已 经 改变 了 。 例 如 ， 如 果 你 看 1900 年 甚至 可 能 
1950 年 大 学 课程 的 目录 ， 没 有 一 门 叫 作 线性 代数 的 本 科 课 程 。 然 而 
却 有 一 些 如 “方程 理论 ”或 者 更 简单 地 叫 作 “代数 ”的 课程 。Max- 
ime Bocher 的 《高 等 代数 介绍 》[10] ， 作 为 20 世纪 初期 比较 流行 的 
课本 之 一 ， 关 注 的 就 是 怎样 具体 地 解 线性 方程 组 。 结 果 以 一 种 算法 
的 形式 被 写 出 。 在 今天 计算 机 编程 人 员 通 常 发 现 这 种 类 型 的 教材 要 
远 比 现在 的 数学 教材 容易 理解 得 多 。 在 20 世纪 30 年 代 ， 随 着 Van 
der Waerden 的 《现代 代数 》 [113] [114] 的 出 版 ,传授 代数 知识 
的 方式 发 生 了 重要 改变 ， 这 本 书 是 以 Emmy Noether 和 Emil Artin 的 
演讲 为 基础 的 ， 采 用 了 一 种 更 加 抽象 的 方法 。 第 一 本 真正 的 现代 线 
性 代数 教材 是 Halmos 的 《有 限 维 向 量 空间 》[52] 。 这 本 书 从 一 开始 
就 把 重点 放 在 了 向 量 空间 上 。 在 今天 有 很 多 初学 者 教材 。 某 些 以 线 
性 方程 组 开始 ， 然 后 处 理 向 量 空间 ， 而 其 他 的 教材 正好 相反 。 在 这 
众多 的 书目 中 ， 很 长 一 段 时 间 里 我 最 喜欢 的 一 本 就 是 Strang 的 《 线 
性 代数 及 其 应 用 》 [109 ] 。 作 为 一 名 研究 生 ， 你 应 该 尽力 去 参与 教授 
线性 代数 。 


1. BL; [一 聊 是 两 个 空间 之 间 的 线性 变换 。 证 明 : 
dim(ker(L) ) + dim(Im(L) ) =dim(V) , 
2. 考虑 次 数 小 于 或 等 于 3 的 实 系 数 单 变 量 的 所 有 多 项 式 的 集合 。 
a. 证明 : 这 个 集合 组 成 了 一 个 四 维 向 量 空间 。 
b. 找 出 这 个 向 量 空 间 的 一 个 基 。 
c. 证 明 : 对 多 项 式 求 微 分 是 一 个 线性 变换 。 
d. 给 出 b 中 的 基 ， 写 出 求 导 的 矩阵 表示 。 
3. RA 和 B 是 两 个 nxn we, 证明. 
CABY < =B FAT, 
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4. 设 
3 
a-(, H! 
找 出 一 个 矩阵 C 使 得 C- 4C 是 一 个 对 角 阵 。 
5. 记 所 有 的 无 限 可 微 函数 


f:ROR 
组 成 的 向 量 空间 为 C” (了 及) 。 这 个 空间 叫 作 光滑 函数 空间 。 
a. WEAR; C° (及 ) 是 无 限 维 的 。 
b. 证 明 : 求 微分 是 一 个 线性 变换 
d 


geil” (及 ) 一 C" (R). 


c 对 于 一 个 实数 人 ， 找 到 忆 的 一 个 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 。 

6. 设 了 是 一 个 有 限 维 向 量 空 间 。 证 明 ， 对 偶 空间 V 的 维 数 与 了 
相同 。 

7. 找到 一 本 线性 代数 教材 ， 使 用 它 证 明 线性 代数 基本 定理 。 注 
意 虽然 这 是 一 个 很 长 的 练习 ， 但 也 一 定 要 认真 对 待 。 


基本 对 象 ; 实数 
基本 映射 : 连续 和 可 微 函 数 
基本 目标 : 微 积 分 基本 定理 


虽然 微分 和 积分 背后 的 基础 直观 知识 在 17 世纪 末 就 已 经 被 了 
解 ， 并 在 18 世纪 使 得 大 量 的 物理 学 和 数学 应 用 得 以 发 展 ， 但 是 实际 
上 直到 19 世纪 ， 才 给 出 微分 和 积分 精准 的 严格 定义 。 其 核心 概念 是 
极限 ， 它 被 用 到 了 微分 和 积分 的 定义 以 及 它们 的 基本 性 质 的 证 明 中 。 
这 种 严格 化 绝 不 仅仅 是 卖弄 学 问 ， 实 际 上 它 使 得 数学 家 们 去 发 现 新 
的 现象 。 例 如 ，Karl Weierstrass 发 现 了 一 个 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 
函数 。 换 句 话说， 存在 一 个 没有 间断 点 但 是 在 每 一 点 都 有 锋利 边缘 
的 函数 。 他 的 证 明 的 关键 是 把 极限 应 用 到 函数 序列 ， 导 出 一 致 收敛 
的 概念 。 

我 们 会 定义 极限 ， 然 后 使 用 这 个 概念 来 研究 函数 的 连续 性 、 微 
分 和 积分 的 思想 。 然 后 我 们 会 说 明 微分 和 积分 怎样 在 微 积分 基本 定 
理 中 密切 地 联系 起 来 。 最 后 我 们 会 以 函数 的 一 致 收敛 以 及 Weierstrass 
的 例子 结束 。 


定 的 实数 & >0， 存 在 实数 6>0 使 得 当 
0<lx-al <ô 


H, RŽ 
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If(x) -LI <e, 
记 为 
limf(«) =L- 
直观 上 来 说 ， 函 数 Fx) 在 点 @ 应 该 有 极限 L， 如 果 对 于 a 附近 的 
Hex, BH f(x) HME TL, RVG, AT RIE f(x) HILT L, 
我 们 要 求 x 要 接近 于 ga。 因 此 如 果 我 们 想 要 f(x) 在 上 的 一 个 任意 的 & 
>0 的 邻 域 之 内 (例如 ， 如 果 我 们 想 让 |f(x) -Ll <e), 我 们 必须 明 
确 指 出 我 们 必须 要 求 x 离 a 有 多 近 。 因 此 ,给 出 一 个 数 & >0 (无 论 
它 有 多 小 ) ， 我 们 必须 能 够 找 出 一 个 数 6>0 使 得 如 果 x 在 a 的 6 ARIK 
P, RURA fx) Æ LH e 邻 域 中 。 这 正 是 用 符号 描述 的 定义 中 所 
说 的 内 容 。 
例如 ， 如 果 上 述 极限 的 定义 讲 得 通 ， 它 必须 满足 
a 
现在 我 们 来 对 此 进行 检验 。 必 须 强调 的 是 ， 使 用 定义 来 证 明 当 x 
接近 于 2 时 好 接近 4 会 很 笨 。 我 们 又 一 次 使 用 这 个 方法 ， 即 使 用 一 
个 我 们 已 经 知道 答案 的 例子 来 检验 一 个 新 定义 的 合理 性 。 因 此 对 于 
任意 的 a >0， 我 们 必须 找到 一 个 8 >0 使 得 如 果 0 < |x -21 <5， 我 们 
就 有 


Ix? -41 <e, 


8=min( $1} 
正如 经 常 发 生 的 那样 ， 最 后 的 找到 8 的 正确 表达 式 的 工作 被 隐藏 了 
起 来 。 分 母 上 的 “5” 也 不 知道 从 何 而 来 。 设 0 < lz -21 <5。 我 们 想 
Bix’ -41 <£, WE 
lx? -41 =lx -21 > Ix +21, 
因为 x 在 2 的 6 邻 域 中 ， 所 以 
lx+21<(2+6) +2=4+6<5, 


设 


因此 
(x? —41 =x -21 © Ix +21 <5 * Ix -21 <5 “二 =e。 


证 毕 。 
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3k f;ROR 在 a 点 连续 ， 如 果 
limf(x) =f(a) o a 
当然 ， 关 于 连续 函数 的 任何 直觉 都 应 该 抓 住 一 个 概念 ， 即 连续 
函数 的 图 像 没 有 任何 间断 点 。 换 句 话 说 ， 不 需要 把 你 的 笔 从 纸 上 抬 
起 来 ， 你 可 以 画 一 个 连续 函数 的 图 像 。( 和 任何 直觉 一 样 ， 如 果 说 得 
太 深 刻 反而 会 不 被 理解 。) 


连续 不 连续 


-wy 


用 & 和 6 语言 描述 ， 连 续 的 定义 是 

函数 f:R>R 在 a 点 连续 ， 如 果 对 于 任意 的 &> 

0， 存 在 实数 8>0 使 得 当 0 <|lx-al <6 时 , 成 立 |f(x) -f(a)| <e, 
举 个 例子 ， 我 们 会 先 写 下 一 个 在 原点 处 显然 不 连续 的 函数 ， 然 

后 使 用 这 个 函数 来 检验 定义 的 合理 性 。 


设 


io eso: 
nofi x<0, 
ZEA f(x) 的 图 像 在 原点 处 间断 。 如 右 图 所 示 ， 我 们 想 通 过 证 明 
limf(x) #f(0) 
来 刻画 这 个 间断 点 。 现 在 我 们 有 f(0) = -1, Re=1, 6>0 为 任意 
正 数 。 则 对 于 任意 的 x 满足 0<x<6, 我 们 有 f(x) =1。 则 
Ix) -f(0) | =11-(-1)1 =2>1=6, 

因此 对 于 所 有 的 正 数 x <5, 

If(x) -f(0) 1 >28, 
因此 ， 对 于 任意 的 6>0， 都 有 lx -01 <6， 但 是 

If(x) -f(0) l >£, 
所 以 这 个 函数 实际 上 是 不 连续 的 。 
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函数 f:R 一 R 在 a 点 可 微 ， 如 果 
limt -f(a) 
xa x-a 


存在 。 这 个 极限 叫 作 导 数 ， (在 许多 其 他 记号 中 ) 记 为 (a) 或 时 


(ao 

导数 的 重要 直观 理解 之 一 是 它 给 出 了 曲线 y=f(x) 在 点 a 处 切线 
的 斜率 。 在 逻辑 上 切线 的 定义 必须 包括 上 述 导 数 的 定义 ， 如 下 图 
所 示 。 


切线 


这 个 定义 背后 的 想法 是 我 们 能 够 计算 由 平面 上 任意 两 点 定义 的 
直线 的 斜率 。 特 别 地 ， 对 于 任意 的 x 了 关 a， 穿 过 点 (a,f(a)) 和 
(x,f(x) ) 的 割 线 的 斜率 为 


f(x) -f(a) 
x-a ke 
sana ELO 


现在 我 们 让 x 接近 <。 相应 的 割 线 将 会 靠近 切线 。 因 此 割 线 的 斜 
率 必定 会 接近 切线 的 斜率 。 


因此 切线 斜率 的 定义 应 为 
f(a) slink) Ais)! 
xa x—- a 


导数 的 一 部 分 作用 (以 及 为 什么 它们 能 够 被 教 给 高 中 生 和 大 一 学 
Æ) 是 对 微分 有 一 个 完整 的 计算 工具 ， 这 让 我 们 避免 了 真正 地 取 极限 。 
现在 我 们 看 一 个 在 原点 没有 导数 的 函数 的 例子 ， 即 
f(x) = 1xl。 
如 右 图 ， 这 个 函数 在 原点 处 有 一 个 尖 点 ， 因 此 在 那里 没有 显现 切线 。 
我 们 会 说 明定 义 保证 了 f(x) =l EREE x =0 处 不 可 微 。 因 此 我 


们 想 要 证 明 
ji Lx) — £0) 
x0 x -0 


不 存在 。 幸 运 的 是 ， 
f(x) -f(0) tet" x>0, 


a A, 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 证 明了 当 x 接近 0 时 上 式 没有 极限 。 


直观 上 来 说 ,一 个 正 函 数 f(x) 在 区 域 a<x<46b 上 的 积分 应 该 是 
在 曲线 y=f(x) 下 方 和 x 轴 上 方 的 面积 。 
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当 函 数 作 x) 不 处 处 为 正 时 ， 它 的 积分 应 该 是 在 曲线 y =f(x) 正 的 部 分 
的 面积 减 去 y =f(x) 负 的 部 分 的 面积 。 


当然 这 很 不 严谨 ， 因 为 我 们 还 没有 对 面积 有 一 个 好 的 定义 。 

主要 想法 是 一 个 长 为 a， 宽 为 b 的 矩形 的 面积 为 c (WER). 
为 了 找到 曲线 y=f(x) 下 方 的 面积 我们 首先 要 找到 包含 在 曲线 下 方 
的 各 个 矩形 的 面积 ， 然 后 找到 刚好 在 曲线 外 侧 的 各 个 矩形 的 面积 。 


ful. o. 


然后 我 们 让 这 些 矩 形 越 来 越 细 ， 正 如 下 图 所 示 。 


jn. 


我 们 取 极 限 ， 这 个 极限 就 应 该 是 曲线 下 方 的 面积 。 

现在 给 出 更 加 严格 的 定义 。 我 们 要 定义 在 闭 区 间 [a,5b] 上 的 实 值 
PRIM f(x) 。 首 先 我 们 想 要 把 区 间 [a, 妇 分 成 近似 矩形 的 小 块 。 对 于 
每 个 正 整数 n， 令 


b.( =6b) =t,_, A 
0 


例如 ， 在 区 间 [0,2] 上 令 m=4， 我 们 有 At = 二 一 


1 
-和 


FEST RI, J) b, HAL 和 点 wi 使 得 对 于 [t,_,, t] 上 的 
APA At, RIE 

SUL) Sf(t) 
且 

fur) 2f(t) « 

我 们 做 这 些 选择 是 为 了 保证 底 在 [t,t ] ， 高 为 f(4) 的 矩形 刚 

好 在 曲线 y=f(x) 的 下 方 ， 而 底 在 [t,t ] ， 高 为 f(w ) 的 矩形 刚好 
在 曲线 y=f(x) 的 外 侧 。( 见 下 图 ) 


oe.” ee eee, 


tk-1 ly tk thy uy tk 


GED ff) RTAAMAAla b] EHTMBK, x 
于 每 个 正 整 数 n， 令 f(x) 的 下 和 为 
Lsn) = Df)At, 
k=1 
上 和 为 


U(f,n) = ,flu) At. 
注意 到 下 和 L(f,n) 是 在 曲线 下 方 的 矩形 的 面积 总 和 ,而 上 和 U(f,n) 
是 伸 出 曲线 上 方 的 矩形 的 面积 总 和 。 

现在 我 们 就 能 够 定义 积分 了 。 

REMEM a,b] Et RARA fa) ATH 
的 ， 如 果 下 列 两 个 极限 存在 且 相 和 

limL(f,n) = limU(f,n) o 
如 果 这 两 个 极限 相等 ， 我 们 就 把 极限 记 为 | f(x)de LEEA f(x) 的 
积分 。 
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虽然 从 图 中 看 起 来 好 像 上 述 的 定义 就 是 表示 曲线 下 方 的 面积 的 
概念 ， 但 是 事实 上 几乎 任何 明确 的 计算 都 是 相当 困难 的 。 下 一 节 的 
目标 是 微 积分 基本 定理 ， 就 是 要 了 解 积分 (计算 面积 的 工具 ) 怎样 
与 导数 (计算 斜率 的 工具 ) 联系 起 来 。 事实 上 这 会 允许 我 们 能 够 计 
算 许多 积分 。 


Foye | fod 


给 定 一 个 定义 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 实 值 函 数 /(x) ， 我 们 能 够 使 
用 上 述 积分 的 定义 来 定义 一 个 新 函数 ， 设 
F(x) = OLT 

我 们 在 积分 符号 中 使 用 变量 ;+， 因 为 变量 * 已 作为 函数 F(x) 的 
自 变量 而 使 用 。 因 此 P(x) 是 曲线 y = f(x) BASH a 到 点 «之 间 
面积 的 值 〈 带 符号 ) 。 

令 人 惊讶 的 是 ， 新 函数 F(x) 的 导数 就 是 原始 函数 f(x) 。 这 意味 
着 为 了 找到 f(x) 的 积分 ， 不 需要 纠结 于 上 和 和 下 和 ， 只 需要 找到 一 
个 函数 ， 使 它 的 导数 是 (x) 即 可 。 

所 有 的 这 些 都 包含 在 下 述 定理 中 。 

GEED 〈 微 积分 基本 定理 ) 设 f(x) 是 定义 在 闭 区 间 
[a,b] 上 的 实 值 连续 光 数 并 且 定 义 

F(x) = [fadt 


则 
a) Bat F(x) TRE 


b) 如 果 G(%) 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 实 值 可 微 函 数 ， 且 其 导 
数 为 
dG(x) _ 
dx = FC x) ¢ 


则 


[Kade = Cb) - CCa), 


首先 简 述 a 部 分 : 我 们 想 要 说 明 对 于 闭 区 间 [a,5] 中 所 有 的 x 下 列 极 
限 存 在 且 等 于 f(x) 


lim Hea ae, 


注意 到 我 们 用 另 一 种 形式 表示 了 导数 的 定义 ， W lim? Sle) 到 
fink +O ~f(4) 。 它 们 是 等 价 的 。 同 时 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 对 4 
在 开 区 间 (a,6) 中 的 情况 加 以 证 明 并 且 只 取 正 数 h 的 极限 。 考 虑 


x+h x 
F(x +h) - F(x) Í f(t) dt - [fae 
WE 


[x a 
= h © 


xth 
Focth)-Foo= | flode 


a x x+h 


在 区 间 [x,x +h] 上 ， 对 于 每 个 h 定义 1 Mu, 使 得 对 于 [x,x+h] 上 所 
有 的 点 1， 我 们 有 

fA) Sf(t) 
且 

f(u,) 2f(t) o 
(TER SIRT ERA BE FPR TT AEA TEW, xx +h] 的 
区 间 上 的 连续 函数 上 的 点 六 M u ERR HR, RNS 
一 个 紧 集 上 ， 如 [x,x + 由 连续 函数 一 定 会 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 
而 使 它 更 精确 。) 


然后 我 们 有 
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AWh < [fle)de < flu) he 
同时 除 以 hh >0， 得 到 
OY 
flid < a Sf(u,)o 
MEH h 接近 0 RT, L Mu, 都 接近 点 x。 因为 f(x) 是 连续 的 ,我 
们 有 
linyf(1,) =linf(u,) =f) « 
这 就 是 我 们 要 的 结果 。 
对 于 b 部 分 : 这 里 给 出 了 一 个 函数 G(x) ， 它 的 导数 为 
dG(«) _ 
dx =f(%)\o 
继续 使 用 a 部 分 的 符号 ， 即 F(x) = ox z F(e) =0 A 


[flat = F(b) = F(b) - F(a). 


根据 a 部 分 ,我们 知道 F(x) 的 导数 是 函数 f(x)。 因 此 F(x) 和 
G(x%) 的 导数 一 致 ， 即 
daed G(x)) A A i 
但 是 导数 常 为 0 的 函数 一 定 是 一 个 常数 。( 我 们 还 没有 说 明 这 点 。 这 
点 很 合理 ， 因 为 切线 斜率 恒 为 0 的 唯一 方式 就 是 函数 的 图 像 是 一 条 
水 平 线 ; 证 明 并 不 复杂 。) 因此 存在 常数 使 得 
F(x) =G(%) +e, 


那么 
[fi)as = F(b) = FCO) - F(a) 
= (G(b) +c) - (G(a) +c) 
= el) - G(a). 
即 为 所 需 。 


设 f(x):[a,b] 一 R 是 定义 在 区 间 [a,b] = |xla 


<x<b| Lih DHFS 
fi(*) Aa(«) f(%) Fa 
RAAKA | f(x) | HRA he 
f(x) :[a,b]>R, 
如 果 对 于 [a,b] 中 的 任意 a， 
limf, (æ) =f(a). 

使 用 eE 和 6 语言 ， 我 们 说 | 有 (x) | 将 点 态 收敛 于 fx) ， 如 果 给 定 
任意 的 ae[a,b] ， 并 给 定 一 个 a>0， 存 在 一 个 正 整 数 N， 使 得 对 于 
4È n>N, Alf(a) -f (a)l <£- 

直观 上 说 ， 如 果 给 定 任 意 o, BAI f(x) FE RBUMF f(x), 
最 终 ( 当 nn 很 大 时 ) 有 (a) 任意 趋向 于 f(a)。 函 数列 收敛 的 良好 概 
念 源 于 : 不 断 地 对 问题 粗略 进行 解决 以 及 使 用 估计 去 理解 真正 的 问 
题 。 不 幸 的 是 ， 点 态 收敛 没有 下 一 节 的 主题 一 一 一 致 收敛 有 用 和 强 
大 。 因 为 有 意义 的 函数 列 (如 连续 或 可 积 函 数列 ) 不 能 保证 极限 的 
合理 性 ， 正 如 我 们 在 下 面 的 例子 中 将 会 看 到 的 一 样 。 

在 这 里 我 们 说 明 连 续 函 数列 的 点 态 极 限 不 需要 连续 。 对 于 每 个 
ES n, $ 

f,(%) =x", 
对 于 [0,1] 上 的 所 有 x。 令 
Deas Oe 


fla) =|)" 
0, O<x<l1, 
显然 Kx) 在 端点 x = 1 处 不 连续 ， 而 所 有 的 函数 (x) =x" 在 整个 区 
间 上 都 是 连续 的 。 但 是 我 们 会 看 到 函数 列 |f,(x)| 确实 点 态 收敛 
Ff(«). 
在 区 间 [0,1] 中 国定 w。 如 果 a =1， 那么 对 于 所 有 的 mn, fC) 
=1"=1, BA 
limf,(1) = liml =1 =f(1) 
WES O<a<l, 我 们 会 使 用 (不 加 证 明 地 ) 一 个 事实 ， 就 是 对 于 
任意 小 于 1 的 数 a， 当 nn 趋向 w 时 a" 的 极限 为 0。 特 别 地 ， 
a ald 
=0 
=f(a). 
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因此 连续 函数 列 的 点 态 极限 不 需要 是 连续 的 。 


BESS (x): [a,b] 一 R 一 致 收敛 于 函数 
f(x) :La,b] 一 R， 如 果 给 定 任意 的 & >0， 存 在 正 整 数 和 N 使 得 对 于 所 
有 的 n>N, 所 有 的 点 x， 我 们 有 

Ix) -f (x)| <E. 

直观 理解 是 如 果 我 们 在 函数 y=f(x) 周 围 放 一 个 半径 为 a 的 管状 

区 域 ， 那 么 函数 y =f,(x) 最 终 都 会 进入 这 个 区 域 里 面 。 


这 里 的 关键 就 是 对 于 所 有 的 x 都 有 相同 的 a 和 N。 这 不 是 点 态 收 
敛 定义 中 的 情况 ， 在 那里 N 的 选择 依赖 于 x。 
序列 中 函数 几乎 所 有 的 理想 性 质 都 会 被 极限 所 继承 。 其 中 的 例 
外 就 是 可 微 性 ， 但 也 有 一 部 分 结果 是 正确 的 。 作 为 二 个 说 明 这 些 论 
断 如 何 起 作用 的 例子 ， 我 们 会 加 以 解释 。 
设 /,(x):[a,6b] 一 RR 是 一 个 一 致 收 化 于 元 数 (x) 
的 连续 函数 序列 。 则 f(x%) 是 连续 的 。 
证 明 我 们 需要 说 明 对 于 [a,b] 中 所 有 的 a, 
limf(x) = 大 oa) 。 
因此 ， 给 定 任意 的 & >0， 我们 需要 找到 菜 个 6>0 使 得 对 于 0 < lx - 
al <6， 有 
If(x) -f(a)| <e, 
HBS, PEERK W 使 得 对 于 所 有 的 x， 


Aa) -fula | < 
(选择 6/3 的 理由 我 们 一 会 将 会 看 到 。) 


根据 假定 ， 每 个 函数 J, (x) 在 点 a 都 是 连续 的 。 因 此 存在 5>0 
使 得 对 于 0< lx -al <ô, A 


Us) —fy(@) 1 <0 


现在 要 说 明 对 于 0 < lx -al <6, 成立 
If(x) -f(a)| <E, 
我 们 会 使 用 一 些 技巧 ， 加 入 适当 的 项 ， 使 它们 的 和 加 起 来 为 0， 然 后 
会 运用 三 角 不 等 式 (14+BI<141+181)。 有 
ICa) —fla) | =1f(x) -fy(x) +fn(x) —fy Ca) +fy(a) -f(a)| 
SIf(x) -fy(~) 1 + ly (x) -fy(a) | + ya) -fCa@) | 
cf +++ 
3° 3 


=E, 


E 
3 
证 毕 。 
现在 我 们 可 以 从 函数 项 级 数 (ARM) 的 角度 理解 定义 。 
RA) ha) ,… 是 一 个 函数 列 。 函 数 项 级 数 
f(x) + 户 (z) +… = DAC) 
一 致 收 华 于 函数 f(x), to RAB Fe f(x), fi (x) +f (~) fila) + 
hla) +fy(%) ,- RR F f(x). 
用 & 和 8 语言 表示 为 无 穷 函 数 项 级 数 Y f(x) -EKAT f(x), 
如 果 给 定 任意 的 & >0 都 存在 正 整 数 NN 使 得 对 于 所 有 的 NSN, HF 
PRAM x, RE 


f(x) - Phil) |< e。 


如 果 每 个 函数 有 (x) 都 连续 且 如 果 Ý f.(x) 一 至 
k=1 


WKF f(x), ABA f(x) oe, 
这 是 从 连续 函数 的 有 限 项 和 是 连续 的 以 及 之 前 的 定理 中 得 到 的 。 
把 一 个 函数 写成 一 个 一 致 收 和 敛 的 〈 简 单 ) 函数 项 级 数 是 非常 好 
的 一 种 理解 和 学 习 函 数 方法 。 函 数 项 级 数 是 Taylor 级 数 和 傅 里 时 级 
数 发 展 背后 的 重要 思想 。 
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如 果 我 们 对 无 穷 函数 项 级 数 DAK (x) 感 兴趣 ， 那 么 我 们 一 定 会 


40 对 何 时 级 数 一 致 收敛 感 兴趣 。 幸运 的 是 ， Weierstrass M 判别 法 为 我 
们 提供 了 一 个 直接 判定 一 致 收敛 的 方法 。 其 关键 就 是 这 个 定理 把 


Dhl) 的 一 致 收敛 问题 变 为 何 时 一 个 无 穷 数 项 级 数 收敛 的 问题 ， 


对 于 数 项 级 数 的 问题 微 积 分 提供 了 很 多 处 理工 具 ， 如 比率 判别 法 ， 
根 式 判别 法 ， 比 较 判 别 法 和 积分 判别 法 ， 等 等 。 


定理 2. 8. 1 ee Pls) BMRB, KP AN BA f(x) 
都 定义 在 实数 集 的 子 集 4 上 。 假 设 是 TM, 数 项 级 数 ， 满 足 
LOSIf,(x)|<M,, STH es 
2, Bak Èn, 收 化， 
则 DAC) 绝对 一 致 收效 。 


绝对 一 致 收 化 的 意思 是 绝对 值 的 级 数 Ý f(a) | 也 一 致 收 化。 
k=1 


证 明 为 了 证 明 一 致 收敛 , 我 们 必须 证 明 对 于 任意 给 定 的 & >0， 
存在 整数 入 使 得 对 于 所 有 的 n 宇 N， 对 于 所 有 的 xeA， 有 


PZO |< es 
无 论 Ef) 是 否 收敛 ， 我 们 都 有 
PO |< p> [大 fei。 
因为 Èm, kit, RMEBREI—A NRA T AH n>N, 有 


Èn, < Bo 
AAMT RAW «eA, O<If,(x) <M, 所 以 


| SAC) |< = I f(x) I< Èm, po. 
证 毕 。 
我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 。 考 虑 级 数 Le 车 ， 从 微 积分 中 我 们 


可 以 知道 它 是 e* 的 Taylor 级 数 。 我 们 使 用 Weierstrass M 判别 法 来 证 
明 这 个 级 数 在 任意 区 间 [ -a;,a] 上 都 一 致 收敛 。 在 这 里 我 们 设 f, (x) 


注意 到 对 于 所 有 的 xe[ -a,a]， od hd /n! <a"/n!, 
因此 如 果 我 们 能 够 证 明 级 数 Èm, = = ae + Hea, 我 们 就 能 得 到 一 


w% 


致 收敛 。 根 据 比 率 判别 法 D Tks, 如 果 比 率 的 极限 


我 们 的 目标 是 找到 一 个 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 。Weier- 
strass 在 19 世纪 末 首 次 建造 了 这 样 的 函数 ， 数 学 家 们 都 十 分 惊讶 。 
当时 的 传统 想法 是 不 可 能 有 这 样 的 函数 存在 的 。 这 个 例子 告诉 我 们 
必须 要 注意 几何 直观 性 。 

我 们 会 严格 遵照 Spivak 的 《 微 积 分 》[102] 第 23 章 中 给 出 的 
介绍 。 首 先 确定 一 些 符 号 。 设 1x} 表示 从 x 到 离 它 最 近 的 整数 的 
距离 。 例 如 ，|3/4| =1/4，|1.3289| =0.3289， 等 等 。|x| 的 图 
像 为 
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定义 


wt, 


f(x) = 2 ig? 


我 们 的 目标 是 
GEAD 二 让/(x) 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 。 
首先 从 直观 上 观察 。 为 简单 起 见 ， 我 们 把 定义 域 限制 到 区 间 (0, 


1)。 对 于 =1， RNA BAT | 102 ， 图 像 为 


这 个 函数 是 处 处 连续 的 ， 但 是 在 19 个 点 : 0.05，0.1，0.15，…， 
0. 95 处 不 可 微 。 


Pare +E { 1x] #4 BAR 


3 


HAE RAAT HAH, 1240.05, 0.1, 0.15, =, 0.95 处 不 可 微 。 
对 于 =2， 函数 -| 100x| 处 处 连续 但 在 它 的 199 个 尖 点 处 不 可 微 。 


那么 部 分 和 10110x| + 5l 100x] 处 处 连续 但 在 它 的 199 个 尖 点 处 不 


Tko SA, ggl 1000x) 也 是 连续 的 ， 但 是 在 它 的 1999 个 尖 点 处 


没有 可 微 性 。 继 续 下 去 就 会 发 现 ， 在 每 一 个 尖 点 的 边缘 函数 都 会 失 
去 可 微 性 ， 但 是 图 像 中 没有 任何 间断 。 当 我 们 把 所 有 项 加 进 


E hlos 时 ， 最 终 在 每 一 点 上 都 会 失去 可 微 性 。 从 图 中 看 是 非 


常 明显 的 ， 但 是 我 们 仍 需 要 证 明 。 
证 明 (我 们 继续 遵从 Spivak 的 介绍 内 容 ) 


证 明 f(x) = 3 spr! 10tx| 连续 很 简单 ， 因 为 这 是 Weierstrass M 
kel 


判别 法 的 一 个 简单 应 用 。 我 们 知道 对 于 所 有 的 x，{fx}i <12, Ar 
对 于 所 有 的 大， 我 们 有 


{10‘x| < 


级 数 


二 的 本 的 
cp eae eee 
是 一 个 几何 级 数 ， 因 此 必定 收 化 (根据 比率 判别 法 )。 然 后 根据 


Weierstrass M 判别 法 ， RA f(x) = 2 Ti 10r) 一 致 收敛 。 因 为 每 


A kT | lOr 都 连续 ， 所 以 /(x) 必定 连续 。 


ER f(x) 在 每 一 点 上 都 不 可 微 要 困难 得 多 。 这 需要 一 些 细致 证 
明 。 固 定 任意 的 x。 我 们 需要 证 明 


lim 2 +) -f(x) 
h—0 h 


不 存在 。 我 们 需要 找到 一 个 趋 于 0 的 数列 h, 使 得 序列 


Path) SO yest 


写 出 % 的 十 进 制 展开 
X=a.ala,…, 
其 中 a 是 0 或 1, a 是 0 到 9 之 间 的 整数 。 令 
10t; 如 果 a, #4 Ha, #9, 
-107, wRa, =4 Ka, =9, 


h 


‘<= 
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那么 


a. aj (an 十) ice wR a, #4 Ha, #9, 
a. a,°""(a, -l)a,.i°*, 如 果 a, =4 Xa, =9.. 


我 们 看 不 同 的 10"(x +h), AF 10 只 会 在 小 数 点 所 在 的 位 置 


a 


Bh, AFA, wR n>m, MA 
10° (x +h,,) =adaa,"" (an EI) Gaa A Anyi E) 
在 这 种 情况 下 


{10"(x +h,,)}| ={10"x}, 
weRn<m, M) 10"(x +h,,) =aa,+a,.a,,, °° (a, l)a 
在 这 种 情况 下 我 们 有 
0.a mm(as+l)a ii…w， 如 果 aw 天 4 且 aw, 天 9， 


m+l ’ 


{10 (x +h,,)} = 0. O (a, -1)a, 44°" 如 果 a, =4 Xa, =a. 

我 们 对 极限 

1 jjo _ | jjo 
Ax tha) A 3 e AE T A 
hn j k=0 h,, 

RHA, AAl1O'(x+h,)| ={10'x| 对 于 >m， 所 以 上 述 无 穷 级 
数 实际 上 是 有 限 和 
Il jio -l no 


p ; = È +10"*({10'(x+h,) | - {10'x} ) 


RAISER BH + 10"-*( {108 (x +h,,) | - 110x1) 都 是 1 或 -1。 那 
么 上 述 有 限 和 是 1 和 -1 的 和 ， 因 此 不 可 能 收敛 到 一 个 数 ， 因 此 说 明 
函数 不 可 微 。 

有 两 种 情况 仍然 遵循 Spivak 的 介绍 内 容 ， 我 们 只 考虑 10 和 x = 
0. ol ,1… <1/2 的 情形 (0. a,,1… 宇 1/2 的 情形 留 给 读者 ) 。 这 就 是 
我 们 需要 把 ,的 定义 分 成 两 部 分 的 原因 。 根 与 我 们 对 于 h,，| 10“ 
(x+h,,) | f |10'x| 的 选择 只 有 在 第 (m-k) 项 十 进 制 展开 中 不 
同 。 所 以 

{10 (x+h„)} -—{10*«} = +—— — rs 

ABA 10"-*( {10 (x+h) } — {10'x} ) 就 会 如 所 预测 的 那样 ， 为 1 或 
-1。 证 毕 
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和 8 分 析 的 发 展 是 19 世纪 数学 的 主要 成 就 之 一 。 这 意味 着 上 
个 世纪 大 多 数 的 本 科 生 都 需要 学 习 这 种 方法 。 教 材 有 很 多 。 我 所 学 
的 并 且 是 我 一 直 最 喜欢 的 一 本 数学 教材 就 是 Michael Spivak 的 《 微 积 
分 》[102]。 尽 管 称 之 为 一 本 微 积分 教材 ， 但 是 在 第 二 版 和 第 三 版 的 
前 言 中 连 Spivak 本 人 都 承认 这 本 书 更 恰当 的 标题 应 该 是 “ 实 分 析 简 
介 ”。 书 中 的 阐述 非常 棒 而 且 问题 也 很 出 色 。 

这 种 水 平 的 其 他 实 分 析 教 材 包 括 Bartle [6], Berberian [7], 
Bressond [13], Lang [80], Protter 和 Morrey [94]， 还 有 Rudin 
. [96] 所 著 的 书 。 


1. 设 f(x) 和 g(x) 均 为 可 微 函 数 。 使 用 导数 的 定义 证 明 : 

a. (f+g)'=f +e’; 

b. g)’ =f'g +fe's 

c 假定 f(x) =c， 其 中 e 为 常数 。 证 明 f(x) WSR O, 

2. 设 几 zx) 和 &(x) 均 为 可 积 函数 。 

a. 使 用 积分 的 定义 ,证 明 f(x) +g(x) 是 一 个 可 积 函 数 ; 

b. 使 用 微 积分 基本 定理 和 练习 1. a, 证明 f(x) +g(x) 是 一 个 可 
积 函 数 。 


3. 本 题 的 目标 是 使 用 三 种 方法 计算 | xdx 。 前 两 种 方法 应 该 


不 难 。 

a 看 函数 y =x 的 图 像 。 注 意 它 是 哪 种 几何 体 ， 然 后 计算 曲线 下 
方 的 面积 ; 

b. 找到 一 个 函数 Ax) 使 得 F(x) =x， 然 后 使 用 微 积 分 基本 定理 


计算 [ xax ; 
c. 分 成 两 部 分 ， 首 先 通过 推理 证 明 
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然后 使 用 积分 的 定义 计算 xdx。 


4. Bf) AM. TED f(x) 必定 连续 。( 注意; 直观 上 这 很 有 首 
理 ; 如 果 函 数 / 在 其 图 像 中 有 间断 点 ， 那 么 它 应 该 没有 良好 定义 的 切 
线 。 这 个 问题 是 一 个 定义 的 练习 。) 
5. 在 区 间 [0,1] 上 ,定义 
RE 如 果 x 是 有 理 数 ， 
0, WR» 是 无 理 数 。 
证 明 /(x) 不 可 积 。( 注意 ; 你 需要 使 用 如 下 事实 ， 即 任何 正 长 度 上 的 
任何 区 间 一 定 包含 一 个 有 理 数 和 一 个 无 理 数 。 换 名 话说， 有理数 和 
无 理 数 都 是 稠密 的 。) 
6. 这 是 一 个 很 费时 间 却 很 值得 考虑 的 问题 。 找 到 一 本 微 积分 教 
材 ， 完 成 链 式 法 则 的 证 明 ， 即 
COCOM 
7. 回 到 你 在 练习 6 中 使 用 的 微 积分 教材 。 找 到 无 穷 级 数 的 一 章 。 
完成 下 列 收敛 判别 法 的 证 明 ， 积 分 判别 法 、 比 较 判别 法 、 极 限 比较 
判别 法 、 比 率 判别 法 和 根 式 判别 法 。 用 e 和 5 语言 叙述 上 述 所 有 关 
别 法 。 


基本 对 象 : R" 
基本 映射 ， Tk LK f: RR" 
基本 目标 : 反 函 数 定理 


函数 f:R" 一 R" PRE ERR, At R 中 的 任意 向 量 x， 
f(x) 的 值 (BUR) ZR" 中 的 向 量 。 如 果 (x, ,… ,x,) 是 R" 的 坐标 系 ， 
函数 1 可 以 用 m 个 实 值 函 数 描述 ， 简 写 为 


Silistea) 
f(%,°**,%,) = 3 
(MW °° Ke) 
这 样 的 函数 经 常 出 现 。 例 如 , Sf: ROR 定义 为 
2 ee 
fy) i. F 
这 里 1 是 R 中 的 坐标 。 当 然 这 只 是 以 与 x 轴 所 成 的 角度 为 参数 的 单 
位 圆 ， 如 右 图 所 示 。 


也 可 以 写成 x =cos(t), y=sin(t)。 
另 一 个 例子 ， 考虑 函数 f:R’ 一 R; ， 为 (cos(D,sin()) 


cosx; 
f(x 5) = = 


o 


X 


ATAR SIEC, x.) 映射 成 了 空间 中 的 圆柱 。 
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大 多 数 的 例子 都 是 相当 复杂 的 ， 复杂 到 不 能 画 出 图 来 ， 当 然 我 
们 也 很 少 用 这 些 图 。 


毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 了 自然 地 在 R 中 度量 距离 的 方式 ， 这 是 定 
义 向 量 值 函 数 极限 中 的 关键 思想 。 

ti a=(a,,--,a,) f b= (b,b) ÆR 中 的 两 
个 点 ， 则 a Fob ZHI BizAla-bl, E 
a 的 长 度 定义 为 


lal = Jetta, 

注意 到 我 们 使 用 了 “长 度 ” 这 个 词 ， 因 为 我 们 可 以 把 及 " 中 的 点 a 想 
成 一 个 从 原点 出 发 到 a 点 的 向 量 。 

一 旦 我 们 有 了 距离 的 定义 ,我 们 就 可 以 用 e 和 8 语言 来 定义 一 
些 量 。 例 如 ， 极 限 的 合理 定义 是 
函数 f; R" 一 R" 在 点 a= (al,…，,a,) 有 极限 

L=(L,,-,L,) ER”, 
如 果 给 定 任意 的 &>0， 存 在 6>0 使 得 对 于 所 有 的 xxER*， 如 果 

0<lx-al <ô, 


就 有 
If(x) -LI <e, 
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我 们 把 极限 记 为 
limf(«) =L 

RIA f(x) Ll 4 xa, | 

当然 ， 现 在 连续 一 定 可 以 定义 为 

函数 /:R"R" Æ R 中 的 点 a 上 是 连续 的 ， 如 果 
limf(%) =f(a)。 

极限 和 连续 的 定义 都 依赖 于 距离 的 存在 。 给 出 不 同 的 标准 (E 
离 ) ， 我 们 就 会 有 相应 的 极限 和 连续 的 定义 。 


对 于 单 变量 函数 来 说 ， 导 数 就 是 切线 的 斜率 (回想 一 下 ， 它 是 
原始 函数 图 像 最 好 的 线性 逼近 ) ， 而 且 可 以 用 来 找 切 线 的 方程 。 在 相 
似 的 形式 下 ， 我 们 想 让 向 量 值 函数 的 导数 成 为 可 以 用 来 找到 函数 最 
佳 线性 逼近 的 工具 。 

首先 我 们 给 出 向 量 值 函 数 导数 的 定义 ， 然 后 讨论 背后 的 直观 理 
解 。 特 别 地 ， 我 们 想 让 向 量 值 函 数 的 这 个 定义 与 更 早 的 单 变量 实 值 
函数 导数 的 定义 一 致 。 

函数 /:R" 一 R" 在 ae R" 是 可 微 的 ， 如 果 存 在 一 
 m xn #A:; R" OR" 使 得 

limf -Aa -Alzo 20: 
do RiX HEIR AE, FEE A 记 作 Df(a), WA Jacobi 2%, 
注意 到 f(x), fla) # A(x -a) RER" 中， 因此 
Ix) -f(a) -A(x -a)l 

是 及 ”中 一 个 向 量 的 长 度 。 同 样 地 ，x -4 是 R" 中 的 向 量 , 使 得 | x - 
al ATR 中 一 个 向 量 的 长 度 。 进 一 步 ， 通 常 存在 一 种 简单 的 方法 
计算 矩阵 4， 这 一 会 我 们 将 看 到 。 而 如 果 Jacobi H¥ Df(a) 存 在 ， 就 
可 以 证 明 它 是 唯一 的 ， 它 取决 于 从 R" 到 R” 的 基 的 改变 。 

我 们 当然 想 让 这 个 定义 与 函数 f:R 一 R 的 导数 的 定义 一 致 。 对 于 
f:R 一 R， 回 想到 导数 (a) 被 定义 为 极限 
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然而 ， 对 于 向 量 值 函数 /:R" 一 R",n fom 都 大 于 1， 这 种 单 变 量 的 
定义 就 变 得 没有 意义 了 ， 因 为 我 们 不 能 做 向 量 除 法 。 不 过 我 们 可 以 
从 代数 的 角度 处 理 上 面 的 单 变量 极限 ， 直 到 我 们 有 一 个 能 够 被 自然 
应 用 到 f:R">R" 的 陈述 ， 而且 与 我 们 的 定义 一 致 。 
回 到 单 变量 的 情形 f:R 一 R。 则 
F(a) =lim Ra) 


是 正确 的 当 且 仅 当 
Osh py, 
xa x—-a 
它 等 价 于 


0 -linf(®) -Ka) =f (a) (e =a) 


& 


0s lim Me) =fla) fla) (a =9) 


lx -al 

最 后 一 个 等 式 ， 至 少 在 形式 上 适合 于 通 数 f;R" 一 R"， 假 如 我 们 
用 一 个 m xn FEF, BP Jacobi HER Dfa) RFR (a) (一 个 数 ， 是 
一 个 1 xl1 4), 

就 像 单 变量 求 导 ， 通 常 存在 一 个 直接 的 方法 计算 导数 ， 而 不 用 
真正 采用 取 极 限 的 方式 ， 我 们 也 可 以 如 此 计算 Jacobi 矩阵 。 

HBS SR >R” Wm TMB, (x, ，…,x,) 05 
fn (% °°", %,) 给 出 ,: 即 


filt 2 
SC %1 5°77 Hq) = ; 
KET sti aNu) 


么 函数 三 可 微 且 Jacobi #4 A 


ofi ofi 

OX ox, 
Df(x) =| : io 

Ox Ox, 


它 的 证 明 在 很 多 书 的 向 量 积分 章节 中 都 可 以 找到 ， 它 是 一 个 源 
于 偏 导数 定义 的 相对 简单 的 计算 。 但 是 为 了 理解 它 ， 我 们 要 看 下 面 
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的 例子 。 考 虑 我 们 前 面 给 出 的 例子 ， 函 数 由 下 式 给 出 
cosx, 
S(%) 5%2) = = Ee 


Xa 


它 把 (x a) 平面 映射 成 空间 中 的 圆柱 。 那 么 Jacobi E, Pite é 


量 值 函数 的 导数 为 
dcos(x,)/dx, dcos(x,)/dx, 5] 
Dft) = “ sinx,)/dx,  dsin(x, a 
Ox / OX, Ox,/ Ox, 
-siny .0 
=| cosx, “0 | 
0 1 


初学 微 积分 最 难 的 概念 和 方法 之 一 就 是 链 式 法 则 ， 它 告诉 了 我 
们 怎么 去 求 两 个 函数 构成 的 复合 函数 的 微分 。 对 于 向 量 值 形式 ， 链 
式 法 则 可 以 被 很 容易 地 陈述 ( 尽管 在 这 里 我 们 不 会 给 出 证 明 )。 它 把 
复合 函数 的 导数 同 每 个 组 成 部 分 的 导数 联系 起 来 ,实际 上 很 简 
单 ， 即 


i f:R"R” 和 8g&:R" 一 R' 为 可 微 函数 。 则 复合 函 
数 
g + f:R'>R' 
也 是 可 微 的 ， 导 数 由 下 式 给 出 。 如 果 f(a) =b, N 
D(g + f)(a) =D(g)(b) + D(f) (a). 

因此 链 式 法 则 说 的 是 为 了 找到 复合 函数 g .的 导数 需要 用 g 的 Jaco- 
bi ERA f #4 Jacobi 42% , 

单 变量 导数 背后 重要 的 直观 理解 之 一 就 是 (a) 是 曲线 y=f(x) 
在 平面 及 上 点 (a,f(a)) 处 切线 的 斜率 。 事 实 上 ， 穿 过 点 (a,f(a)) 
的 切线 的 方程 为 


y= flaytf (a)(x—a) 


y=f(a) +f (a)(x-a)。 
直线 y=f(a) +f(a)(x-a) 是 函数 y=f(x) 在 点 x=a 处 的 最 近 
线性 逼近 。 因 此 验证 F， RR” 导数 合理 标准 应 该 是 我 们 能 够 使 用 
这 个 导数 找到 几何 对 象 y=x) 的 一 个 线性 逼近 ， 这 个 函数 位 于 空间 
R" 中。 这 就 是 定义 
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im) -Ka) -DAa) (æ -a)l o 


Ix—al 


的 意思 。 即 f(x) 约 等 于 线性 函数 
f(a) +Df(a) + (x -a)o 
XBW Dfa) kA mxn HH, CH—-PAR' 到 及 ”的 线性 映射 ， 
而 f(a) 作 为 R" 中 的 一 员 ， 是 一 种 转换 。 因 此 向 量 y=f(x) 大 约 为 
y=f(a) +Df(a) > (x -a)。 


和 矩阵 很 容易 理解 ， 而 向 量 值 函 数 就 不 那么 容易 理解 。 正 如 在 上 
一 节 看 到 的 ， 向 量 值 函数 有 导数 的 原因 之 一 是 我 们 能 够 根据 矩阵 ， 
即 Jacobi 矩阵 来 估计 原 函 数 。 现 在 问题 就 是 我 们 有 的 这 个 估计 能 有 
多 好 。 和 矩阵 哪些 好 的 性 质 可 以 用 来 得 出 向 量 值 函 数 相 应 的 好 的 性 质 ? 

这 类 问题 可 以 引导 我 们 到 数值 分 析 的 核心 。 我 们 会 考虑 导数 矩 
M (Jacobi 矩阵 ) 可 逆 ， 那么 原始 向 量 值 函数 一 定 也 有 逆 ， 至少 在 
局 部 有 逆 。 这 个 定理 及 隐 和 函数 定理 是 贯穿 于 数学 的 重要 专业 工具 。 

( 反 函 数 定理 ) 对 于 一 个 连续 可 微 的 向 量 值 函 数 
f: R" 一 R"， 假 定 在 R" 中 一 点 a 处 detDf(a) 承 0。 则 存在 a 在 R" 中 
的 一 个 开 领 域 U VAR f(a) ER” PHA FAB IR VR FF f UV 是 一 
对 一 映射 且 有 一 个 可 微 的 逆 g:VU (P go fiU>U 为 恒 等 映射 且 fo 
g:T 一 了 也 是 恒 等 映 射 ) 。 

ANZ BK BARBER? 让 我 们 考虑 了 由 线性 函数 得 出 的 估计 

f(x) =f(a) 4 Da) “(x-0)o 
FRE RAR BRA, FEM Dfa) 可逆 当 且 仅 当 detDf(a) 40, A 
we f(x) BATH, wR f(a) +Df(a) + (x-a) Ti#, 4% detDf(a) #0 
时 一 定 成 立 。 事 实 上 ， 考 虑 

y=f(a) +Df(a) (x-a). 

这 里 向 量 y 明确 地 写成 了 变量 为 向 量 % 的 函数 。 但 是 如 果 D(a) Hw 
存在 ， 那 么 我 们 可 以 明确 地 把 x 写成 y 的 函数 ， 即 

y=a+D/(a)™ > (y-f(a))。 

特别 地 ， 我 们 得 到 如 果 送 函数 记 为 广 :， 那 么 它 的 导数 就 应 该 为 
Rp BHR f FHA, Bp 
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DD Da) 
其 中 b=f(a)。 这 可 以 从 链 式 法 则 和 复合 函数 f!。 f=I 中 得 出 。 
对 于 f:R 一 R 的 情况 ， 反 函数 定理 背后 的 思想 可 以 在 下 图 中 
体现 。 


如 果 切 线 斜率 (a) 不 为 0， 那 么 切线 就 不 是 水 平 的 ， 因 此 就 有 逆 。 

在 定理 的 陈述 中 ， 我 们 用 到 了 “ 开 集 ”的 概念 。 在 下 一 章 拓扑 
学 中 我 们 会 了 解 更 多 关于 它 的 知识 。 现 在 ， 我 们 就 把 开 集 考 虑 成 一 
个 允许 我 们 讨论 点 a 和 f(a) 附 近 所 有 的 点 的 工具 。 更 准确 地 说 ， 点 
a 在 R" 中 的 一 个 开 邻 域 U 的 意思 是 给 定 任意 的 ae U， 存 在 一 个 
(小 的 ) 正 数 & 使 得 


{xllx-al <e} CU, 
在 图 中 ， 举 个 例子 ， 
{(x,y) ERII (x,y) -(0,0)1= Vx? +7 <1} (HoH EB) 
不 是 开 的 (事实 上 它 是 闭 的 ， 就 是 说 它 的 补 集 在 平面 R* PRAM), 
而 集 


1(x,y) EeR°II (x,y) -(0,0)| <1} (4#4FB) 
是 开 的 。 


平面 中 的 曲线 很 少 有 可 以 被 描述 为 单 变量 函数 ， = fx) 的 图 像 。 yf 
尽管 我 们 早期 的 数学 经 历 中 的 绝 大 多 数 都 是 这 样 的 函数 。 例 如 ， 不 
可 能 把 加 


x+y =1 


写成 一 个 单 变量 函数 的 图 像 ， 因 为 对 于 x% 的 任意 值 (除了 -1 和 1) 
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要 么 在 圆 上 没有 对 应 的 y 值 ， 要 么 有 两 个 对 应 的 y 值 。 这 非常 不 幸 。 


当然 ,平面 上 能 够 被 简单 地 写成 y=f(x) 的 曲线 处 理 起 来 更 容易 。 
不 过 我 们 可 以 把 圆 分 成 上 下 两 半 。 
VI 
y=-V lx? 


对 于 每 一 半 ， 变 量 y 都 可 以 写成 x 的 函数 ， 对 于 上 半 部 分 ， 我 们 有 
y= VI -x, 
对 于 下 半 部 分 ， 
y= - VL- 好 。 
只 有 在 两 个 点 (1,0) 和 ( -1,0) 处 存在 问题 。 因 为 在 这 两 个 点 〈 而 且 
只 在 这 两 个 点 ) 处 圆 的 切线 是 垂直 于 * 轴 的 。 

这 就 是 关键 。 圆 的 切线 是 圆 最 好 的 线性 通 近 。 如 果 切 线 可 以 被 

写成 
y=mx+b, 
那么 圆 就 可 以 被 写成 y=f(x)， 至 少 在 局 部 可 以 。 

隐 函 数 定理 的 目标 是 找到 一 个 计算 工具 ， 人 允许 我 们 判定 何 时 在 
EA R 中 的 一 些 函 数 的 零点 可 以 局 部 地 写成 函数 的 图 像 ， 因 而 写成 
y=f(x) WÉR, ERE x 表示 自 变量 而 y 表示 因 变 量 。 我 们 想 要 了 
解 函 数 零 位 点 的 切 空 间 的 直觉 被 隐藏 了 起 来 (但 不 深 ) 。 

符号 有 一 些 麻 烦 。 列 出 R"“ 的 坐标 系 为 

Nl ”Mn Vk, 

它 经 常 缩写 为 (x,y)。 设 

fi (4 nN sa) eG RAG Nn „Yı EN 
是 个 连续 可 微 函 数 ， 它 们 通常 被 写成 

fy) efa) o 
设 
V={(x,y) ER" If(%,y) =0,. f(x,y) =0|。 
当 给 出 点 (a,b) eV (其 中 aeR", beR*)， 什么 时 候 存 在 个 函数 
Ph eae so (i 
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(EISE (a,b) HE 有 "和 的 一 个 邻 域 中 了 可 以 被 描述 为 
| (æy) eR" ly, Spile 4% q) ott se PR Ha) Ts 

当然 上 式 通 常 简写 为 

V= ly, =p1(%),*** ,y=pi(%) 7 
或 者 更 简单 地 写 为 

V={y=p(x)} 0 
因此 我 们 想 找到 上 个 函数 pl ，…，A 使 得 对 于 所 有 的 xseR'， 有 
(xpiCz) ) =0, flp) ) =0。 

因此 我 们 想 知 道 什么 时 候 大 个 函数 万，…，, A, 可 以 用 来 定义 ( 隐 式 
地 ， 因 为 实际 上 建立 它们 很 费劲 )〖 个 函数 pl，…， Pro 
(HAKER) HRS (x,y) Sf, (x,y) ez RE 
的 上 个 连续 可 微 函 数 ， 假 设 点 p= (a, b) ER HR 

f,(a,b) =0, fi (a,b) =0。 
假设 在 点 p 处 xk FER 


dy, (p) dy, (p) 


=e 
dy, (p) dy, (Pp) 

可 北 。 则 在 在 及 "的 一 个 邻 域 中 存在 天 个 唯一 的 可 微 函 数 
pila); pra) 


使 得 
f, (%,p,(%)) =0,+ f(x,pi(x)) =0s 
回 到 圆 。 这 里 的 函数 是 f(x,y) =x +y -1=0, ZR PHBE 
M 是 1xl1 #E 
of 
ay, 
只 有 当 y=0 时 和 矩阵 不 可 逆 ( 数 为 0)， 即 在 两 个 点 (1,0) 和 
(-1,0): 只 有 在 这 两 个 点 处 没有 隐 式 定义 的 函数 p。 
现在 简 述 一 下 证 明 的 思想 ， 它 的 提纲 是 从 [103] 中 得 到 的 。 事 
实 上 ， 这 个 定理 是 反 函 数 定 理 的 一 个 相当 简单 的 结论 。 为 了 符号 的 
简便 ， 我 们 把 (站 (xy) ,… ,fi(%,Y) ) 写成 (xy)。 定 义 一 个 新 的 函 
& F:-R' ">R" A 
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mn 
nn 
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F(x,y) =(x,f%,y)) 0 
这 个 映射 的 Jacobi 42M (n +k) x(n +k) HEHE 
he ae 
* ME 
这 里 I 是 nxn ŽE, MEE PHO kxk, OR nxk FH 
Emn * ZENE xn HE, ABA Jacobi 矩阵 的 行列 式 就 是 矩阵 M 的 行 
列 式 ; 因此 Jacobi AFH 4 AM SEM TK, REA BKM, 
存在 映射 G: RGR", £4 (a,b) HARE CARH F(x,y) = 
(x f(x,y) ) 的 逆 。 
LKR GR’ OR" FRA A KBHC, e, Cup A 
G(x,¥) =(6,(%,x) Gm 
FRE RAT FI, AAAS ATF 1 <i<n, 
G,(%, 7) Ss 
把 组 成 映射 G 的 最 后 上 个 函数 重新 记 为 
pi(%,y) =Girn(%,y)o 
因此 
Gly) SB Di ( 47) 5° (HY) )o 
我 们 想 说 明 函 数 pi(x,0) 是 定理 所 需 的 函数 。 
我 们 已 经 看 了 R"** 中 的 点 集 ,， 其 中 原始 的 上 个 函数 /i 为 0， 即 我 
们 在 前 面 称 为 了 的 集合 。 了 在 映射 下 下 的 像 将 被 包含 在 集 (x,0) Po 
那么 至 少 在 (a,b) 周 围 的 局 部 像 G(x,0) 就 是 V。 因 此 我 们 必定 有 
fi(C(x,0)) =0,-f,(G(x,0)) =0。 
但 是 这 只 意味 着 
fi(xsp1(x,0)) =0, f,(2,p,(2,0)) =0， 
这 正 是 我 们 想 要 说 明 的 。 
在 这 里 我 们 使 用 了 反 也 数 定理 来 证 明 隐 函数 定理 。 先 证 明 隐 矣 
数 定理 ， 然 后 再 用 它 去 证 明 反 函数 定理 当然 也 是 可 以 的 ， 并 且 也 
不 难 。 


最 近 有 一 本 非常 棒 的 关于 向 量 微 积分 的 书 (也 有 线性 代数 和 
Stokes 定理 的 内 容 ) 是 由 Hubbard 所 著 的 [64] Fleming [37] 的 书 
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很 多 年 来 一 直 都 是 标准 参考 书 。 另 外 ，Spivak 的 《 流 形 的 微 积分 》 
介绍 了 更 加 抽象 的 方法 。 关 于 三 个 变量 函数 的 向 量 微 积分 知识 在 大 
多 数 的 微 积分 课本 中 都 能 找到 。 读 一 本 微 积 分 教材 ， 然 后 把 给 出 的 
结果 翻译 成 此 部 分 的 语言 通常 是 一 种 非常 好 的 练习 。 


tJi 
~ 


1. EFE R 中 有 两 个 自然 坐标 系 : 极 坐标 系 (r,9) ， 其 中 是 
半径 ,9 是 与 x 轴 所 成 的 角度 ; 还 有 一 种 是 笛 卡 儿 坐 标 系 (x,y) o 

给 出 从 极 坐标 到 笛 卡 儿 坐标 变换 的 函数 是 

x=f(r,0@) =rcos(@), 
y =g(r,0) =rsin(@). 

a. 计算 这 个 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 。 

b. 在 哪 一 点 坐标 的 变换 没有 良好 的 定义 〈 即 在 哪 一 点 坐标 变换 
不 可 逆 )? 

c 对 于 你 在 b 部 分 的 答案 ， 给 出 一 个 几何 上 的 理由 。 

2. 有 两 种 方法 描述 一 元 二 次 多 项 式 : 要 么 通过 指定 两 个 根 ， 要 
么 通过 指定 系数 。 例 如 ， 我 们 可 以 描述 相同 的 多 项 式 ， 要 么 通过 说 
明 根 是 1 Al2, BAB Mx -3x+2。 根 r,，r, 和 系数 a,b 之 间 的 关 
系 可 以 由 下 式 决 定 ， 

(x-r,)(x-r,) =x% +ax +b, 

因此 所 有 一 元 二 次 多 项 式 的 空间 可 以 由 根 空间 的 坐标 (7 ,m ) 描述 ， 
也 可 以 由 系数 空间 的 坐标 (a,b) 描 述 。 

a. 给 出 从 根 空间 到 系数 空间 的 坐标 变换 的 函数 ; 

b. 计算 这 个 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 ; 

c 找到 在 哪里 这 个 坐标 变换 是 不 可 逆 的 ; 

d. 对 于 你 在 c 部 分 的 答案 ， 给 出 一 个 几何 上 的 解释 。 

3. 使 用 第 2 题 中 的 符号 ， 

a. 通过 二 次 方程 ， 给 出 从 坐标 空间 到 根 空间 的 坐标 变换 ; 

b~d. 回答 与 练习 2 中 相同 的 问题 ， 但 是 现在 要 考虑 这 个 新 的 坐 
标 变换 。 

4. Bf(x,y) =x’ -yo 

a. 做 出 曲线 f(x,y) =0 的 图 像 ; 
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b. 找 出 函数 所 x,y) 在 点 (1,1) 处 的 Jacobi 和 矩阵。 给 出 这 点 Jacobi 
矩阵 的 一 个 几何 解释 ; 

c 找 出 函数 fx,y) 在 点 (0,0) 处 的 Jacobi 矩阵 。 给 出 为 什么 在 
这 里 的 Jacobi 矩阵 是 一 个 2 x2 的 零 矩 阵 的 一 个 几何 解释 。 

5. Wf(x,y) =" -ro 

a. 做 出 曲线 f(x,y) =0 的 图 像 ; 

b. 找 出 函数 fx,y) 在 点 (1,1) 处 的 Jacobi 矩阵 。 给 出 这 点 Jacobi 
和 矩阵 的 一 个 几何 解释 ; 

c. 找 出 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 的 Jacobi 矩阵 。 给 出 为 什么 在 
这 里 的 Jacobi 矩阵 是 一 个 2 x2 的 零 矩 阵 的 一 个 几何 解释 。 
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基本 对 象 : 拓扑 空间 
基本 映射 : 连续 函数 


在 历史 上 ， 点 集 拓扑 大 多 是 为 了 理解 例如 连续 和 维 数 等 概念 的 
正确 定义 。 尽 管 这 样 ， 到 如 今 ， 这 些 概念 遍布 那些 看 起 来 远离 传统 
拓扑 空间 R 的 数学 领域 。 不 幸 的 是 ， 这 些 更 加 抽象 的 概念 在 起 初 看 
起 来 毫 无 用 处 ， 所 以 学 习 其 基础 概念 时 要 有 先 打下 坚实 基础 的 认识 。 
在 第 一 节 ， 将 给 出 这 些 基础 定义 。 在 接 下 来 的 章节 ， 这 些 基础 定义 
被 应 用 到 拓扑 空间 R"， 在 这 里 所 有 的 东西 都 更 切实 。 之 后 我 们 研究 
度量 空间 中 的 情况 。 最 后 ， 我 们 把 这 些 定义 应 用 到 交换 环 的 Zariski 
拓扑 ， 这 个 拓扑 虽然 在 代数 几何 和 代数 数论 中 自然 存在 , 但 是 它 与 
R” 的 拓扑 一 点 也 不 相似 。 


大 多 数 点 集 拓扑 包含 研究 一 种 方便 的 语言 来 讨论 什么 时 候 空间 
中 不 同 的 点 与 另 一 个 相近 ， 并 且 讨 论 连 续 的 概念 。 重 点 是 相同 的 定 
义 可 能 会 被 应 用 到 数学 许多 不 同 的 分 支 。 

GEID kx 2-47 2K, FRAU=lU,| ART X 
个 拓扑 ， 如 果 

1. Us 中 的 任意 并 集 是 族 U 中 的 另 一 个 集 ; 

2.U 中 任意 有 限 多 个 U 的 交集 是 U 中 的 另 一 个 集 ; 

3. 空 集 各 和 全 集 全 必须 都 在 U 中 。 

(X,U) 称 为 一 个 拓扑 空间 。 
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族 U 中 的 集 U, 称 为 开 集 。 集 C 是 闭 的 ， 如 果 它 的 补 集 钱 ~-C 是 
开 的 。 
设 4 是 拓扑 空间 下 的 子 集 。 则 4 上 的 诱导 拓扑 描 
述 为 设 4 上 的 开 集 都 是 形式 为 UnA 的 集 ， 其 中 局 为 不 中 的 开 集 。 
开 集 的 集合 王 = |U。| 为 子 集 4 的 一 个 开 改 盖 ， 如 果 A 包含 在 也 
的 并 集中 。 
拓扑 空间 下 的 子 集 4 是 紧 致 的 ， 如 果 有 A 的 任意 开 
覆盖 都 有 有 限 子 覆 盖 。 
换 句 话说 ， 如 果 了 = | 只 | 是 下 中 4 的 一 个 开 履 盖 ， 那 么 4 紧 至 
ERAAEAMA U,, A U, +, U,, AF 
AC(U,UU,U+UU,), 
这 个 定义 的 重要 性 并 不 明显 ， 不 过 这 无 所 谓 。 它 的 一 部 分 重要 性 在 
下 一 节 我 们 讨论 Heine-Borel 定理 时 将 会 被 看 到 。 
拓扑 空间 四 是 Hausdorff 空间 ， 如 果 给 出 任意 两 个 
点 %i，%2 EX, AAAF U, U, Lx eU, x, €U,, ŽU, 
和 U, 的 交集 为 空 。 因 此 不 是 Hausdorff 空间 ， 如 果 点 可 以 通过 不 相 
交 的 开 集 彼此 分 离 。 
GAIB 各 下 /:XY 是 连续 的 ,其 中 六 和 YY 是 两 个 拓 相 
空间 ， 如 果 给 定 了 中 的 任意 开 集 0， 逆 像 广 :(U) 在 下 中 一 定 是 开 的 。 
拓扑 空间 下 是 连通 的 ， 如 果 不 能 找到 X 中 的 两 个 
开 集 U fe VBR X=UUV BUNV=D, 
拓扑 空间 站 是 道路 连通 的 ， 如 果 给 定 不 中 任意 两 
Ba 和 bb， 存 在 一 个 连续 映射 
f:[0,1]—X 
满足 
fO) =a Hf(1) =b, 
当然 ， 在 这 里 
[0,1] ={xeRIOSxS1} 
为 单位 区 间 。 为 了 使 最 后 一 个 定义 更 加 良好 ， 我 们 需要 把 扰 扑 放 在 
这 个 区 间 [0,1] 上 ， 这 并 不 难 ， 而 且 我 们 会 在 下 一 节 解 决 这 个 问题 。 
RRR" 上 的 标准 拓扑 在 下 一 节 才 会 研究 ， 但 是 在 这 里 我 们 会 使 
用 这 个 拓扑 ， 为 了 建立 一 个 连通 但 是 不 道路 连通 的 拓扑 空间 。 我 要 


强调 这 是 病态 的 。 在 大 多 数 情况 下 ， 连 通 等 价 于 道路 连通 。 
设 
X=|(0,)1-1<1<1] Ufy =sin(+)iz>0}, 
把 诱导 拓扑 从 R 上 的 标准 拓扑 放 到 不 上 。 注 意 到 没有 道路 连结 
点 (0.0) 到 [二 ， 0). SEL, £1(0,t)| -1<t<1| 段 没有 点 能 够 被 
一 个 路 径 连结 到 曲线 
{y=sin Ix >0| 


上 。 但 是 另 一 方面 ， 曲线 [y=sin 二 | xz >0| 任 意 接近 于 | (0,1) fa 


<t<1| 段 ， 因 此 没有 方法 通过 开 集 分 开 这 两 部 分 。 

现在 点 集 拓扑 书籍 会 给 出 许多 满足 其 中 一 些 (但 不 是 所 有 ) 条 
件 的 不 同 拓扑 空间 的 拓展 例子 。 这 些 例子 大 多 数 很 合理 ， 但 是 都 有 
一 种 病态 的 感觉 ， 而 且 有 一 种 这 些 定义 太 过 讲究 、 并 不 必要 的 感觉 。 
为 了 抵抗 这 种 感觉 ， 在 这 章 的 最 后 一 节 我 们 会 看 到 交换 环 上 的 非 标 
准 拓扑 ，Zariski 拓扑 ， 它 绝对 不 是 病态 的 。 但 首先 在 下 一 节 ， 我 们 
ZAA R 上 的 标准 拓扑 。 


点 集 拓扑 当然 是 20 世纪 早期 的 产物 。 然 而 ， 在 那 之 前 很 入 ， 人 
们 就 开始 使 用 连续 函数 和 相关 的 思想 了 。 甚 至 在 之 前 的 章节 中 ,， 连 
续 函 数 的 定义 就 已 经 被 给 出 了 ， 但 不 需要 讨论 开 集 和 拓扑 。 在 这 节 
我 们 定义 R* 上 的 标准 拓扑 ， 并 说 明 在 上 一 章 中 用 极限 给 出 的 连续 的 
定义 与 上 一 节 用 开 集 的 逆 像 给 出 的 定义 一 致 。 重 点 是 开 集 的 版 本 可 
以 用 到 极限 的 概念 说 不 通 的 语 境 中 。 而 且 在 实践 中 开 集 的 版 本 通常 
并 不 比 极限 的 版 本 更 难 使 用 。 

R” 上 的 标准 拓扑 定义 的 关键 是 在 R" 有 个 自然 的 距离 的 概念 。 
回想 点 a= (a ,…,a,) 和 645=(b,,…,b,) 间 的 距离 定义 为 

la -bl = /(a, =b,) + + (a, -b,)". 

使 用 这 个 概念 ， 我 们 可 以 通过 开 集 来 定义 R" 上 的 拓扑 如 下 。 
R" 中 的 集 U 是 开 的 ， 如 果 给 定 任意 的 ae R"， 存 
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在 实数 & >0 使 得 


{xllx=al <e} 
包含 在 U 中 。 

在 及 ! 中 ,形式 为 (a,b) = |xla <x<b| 的 集 是 开 的 ,而 形式 为 
[a,b] =|xla<«<b| MRAM, Bla,b) ={\xla<x<b| t RAER 
是 开 的 也 不 是 闭 的 。 在 R F, 集 | (x,y) lx ty <1} 是 开 的 。 

而 集 | (x,y) le +y <1} 2A, 

eee 上 述 开 集 的 定义 将 对 R" 上 的 一 个 拓扑 做 出 定义 。 

is 结尾 的 练习 2 中 证 明 。) 它 被 称 为 R" 上 的 标准 拓扑 。 

R" 上 的 标准 拓扑 是 Hausdorff 空间 。 

x4 ead jie one aie 见 。 

但 是 我 们 会 给 出 一 个 证 明 来 检验 定义 。 

证 明 Ra feb RR" 中 两 个 不 同 的 点 。 设 d=la-bl 是 从 a 到 b 


Fa s E 的 距离 。 设 
(a d 
ne na = U,={xeR"Ix-al <4} 
| Š 
U, ={xeR"l agi < 
U, fF U, RANZ, Hac, beU, AA R" 是 Hausdorff 空间 ， 
如 果 


U0, =D 
假设 交集 不 为 空 。 设 we UNU。 那 么 ,使 用 加 上 总 和 为 零 的 项 的 技 
巧 ， 再 使 用 三 角 不 等 式 ， 得 到 
la-bl =la-x+x-5bl 


<la-xl+lx—-5l 


因为 不 可 能 有 4d = la -51 <d， 而 我 们 做 的 唯一 的 假设 就 是 存在 一 点 
% 既 在 局 PIEU, 中 ， 所 以 我 们 知道 交集 一 定 为 空 。 因 此 空间 R 
是 Hausdorff 空间 。 证 毕 
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在 第 3 EH, RIENT AŽ SR >R" 是 连续 的 ， 如 果 对 于 所 
有 的 aeR"， 
limf(x) =f(a), 
意思 是 给 定 任意 的 a>0， 存 在 某 个 8>0 使 得 如 果 |x -al <6， 就 有 
If(x) -f(a)l <£, 
这 个 连续 的 极限 定义 抓 住 了 很 多 直观 想法 ， 就 是 一 个 函数 是 连续 的 ， 
如 果 能 够 不 从 纸 上 抬 起 笔 就 可 以 画 出 它 的 图 像 。 当 然 我 们 想 让 以 前 
连续 的 定义 与 开 集 的 逆 像 也 是 开 集 的 新 定义 一 致 。 再 强调 一 遍 ， 连 
续 的 逆 像 版 本 能 够 被 延伸 到 极限 版 本 ( 比 不 从 纸 上 抬 起 笔 的 要 求 更 
少 ) 说 不 通 的 语 境 中 ， 这 就 是 它 存 在 的 一 个 理由 。 
Rf: R" 一 R" 是 一 个 函数 。 对 于 所 有 的 ae R"， 
limf(x) =f(a), 
当 且 仅 当 对 于 R” PERNE U, ŽS URR 中 的 开 集 。 
证 明 首先 假定 及 "中 每 个 开 集 的 逆 像 都 是 R" 中 的 开 集 。 设 a 
eR’, 我 们 需要 证 明 


lim/(x) =f) 。 
Be>0, 我 们 需要 找到 某 个 6>0， 使 得 如 果 | x-al <8, MBA 

If(x) -f(a)l <£, 
定义 

U={vyeR"lly-f(a)|l <e}, 
集 忆 在 及 "中 是 开 的 。 根 据 假设 ， 逆 像 
广 (D) =|xeR"If(x) eU] 

=|xeER"llf(x) -f(a)| <e} 
ER PLWH, BAacf'(U), RHR 中 开 集 的 定义 ， 存 在 菜 
个 实数 6 >0 使 得 集 

{xllx -al <6} 
包含 在 f"'(U) 中 。 但 是 这 样 如 果 |x -al <6, 我 们 有 f(x) EU, 换言之， 

If(x) -f(a)l <e, 
这 是 我 们 想 要 证 明 的 。 因 此 连续 的 逆 像 版 本 证 明了 极限 版 本 。 

现在 假定 

limf(x) =f(a) 

设 U 是 R" 中 的 任意 开 集 。 我 们 需要 说 明 逆 f"'(UU) 在 R" PRA, 
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HRP (URZ, KERER, RAZR, NÆR 
定 广 (U) 不 是 空 的 。 设 ae 广 (U)。 那 么 Ka) eU。 因 为 U 是 开 的 ， 
所 以 存在 实数 e >0 使 得 集 

lyER"lly-f(a)| <e} 

包含 在 集 U 中 。 因为 limf(%) =f(a), 根据 极限 的 定义 ， 给 定 这 个 
& >0， 一 定 存在 菜 个 8>0 使 得 如 果 |x -al <d, R 

Ix) -fla) <eo 
因此 如 果 |x -al <6, W f(x) e U。 因 此 集 

{xllx—-al <6} 
CAERS U) 中， 这 意味 着 f-'(U) 确 实 是 一 个 开 集 。 因 此 两 个 连 
续 的 定义 一 致 。 证 毕 。 

在 最 后 一 节 ， 集 4 定义 为 紧 致 集 ， 如 果 对 于 4 WRT Ems = 
i101 都 有 有 有限 自 覆盖 。 对 于 R 上 的 标准 拓扑 ， 紧 致 性 等 同 于 一 个 
更 加 直观 的 思想 ， 就 是 集 是 紧 致 的 ， 如 果 它 是 闭 的 且 有 界 。 这 个 等 
价 性 就 是 Heine-Borel 定理 的 目标 。 

(Heine-Borel) R" 的 子 集 4 是 紧 致 的 ， 当 且 仅 当 
它 是 闭 集 且 有 界 。 

我 们 首先 给 出 有 界 性 的 定义 并 且 看 一 些 例子 ， 然 后 概述 这 个 定 
理 在 一 种 特殊 情况 下 的 证 明 。 

子 集 4 在 R" 是 有 界 的 ， 如 果 存 在 某 个 固定 的 实 
Hr WAS TAH AM x eA, 


Le). <7, 
( 即 4 被 包含 在 一 个 半径 为 的 球 中 )。 
作为 我 们 的 第 一 个 例子 ， 考 虑 及 中 的 开 区 间 (0,1)， 它 当然 是 
有 界 的 ， 但 不 是 闭 的 。 我 们 想 说 明 这 个 区 间 也 不 是 紧 致 的 。 设 


= —<z<1 -二 | 
n 
是 一 个 开 集 族 。 
Us 
_—— 7 
n_i a 
g t 2 2 3 ! 
4 3 3)! sf 


这 个 族 是 区 间 的 一 个 开 覆 盖 ， 因 为 (0;1) 中 的 每 个 点 都 在 某 个 
U, 中 。( 事 实 上 , 一 旦 一 个 给 定 的 点 在 一 个 集 九 , 中 ， 它 就 会 在 每 一 
个 将 来 的 集 U, Po) 但 是 注意 到 没有 有 限 子 族 会 覆盖 整个 (0,1) 区 
间 。 因 此 (0,1) 不 是 紧 致 的 。 

接 下 来 的 例子 是 一 个 闭 的 但 是 无 界 的 区 间 。 一 个 显 式 的 开 覆 盖 
再 一 次 会 被 给 出 ,但 是 它 没有 有 限 子 覆 盖 。 区 间 [0,w)= |xl0<x| 
是 闭 的 但 是 很 明显 是 无 界 的 。 它 也 不 是 紧 致 的 ， 因 为 可 以 看 到 有 下 
列 开 覆盖 

U,=(-I,n)={xl -1 <x <n}, 


族 | U,| ,会 覆盖 [0,% ) ,但 没有 有 限 子 覆盖 。 


U2 
r 
一 
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Heine-Borel 定理 的 证 明 围绕 着 把 整个 命题 减弱 到 说 明 实 数 轴 上 
一 个 闭 的 有 界 区 间 紧 致 的 特殊 情况 。( 关 于 怎样 减弱 到 这 个 引 理 ， 请 
参考 Spivak [103] 中 严格 的 证 明 ， 这 是 我 们 得 到 下 述 论 断 的 地 方 。) 
这 是 这 个 证 明 的 技术 核心 。 事 实 上 ， 这 个 重要 的 思想 在 大 量 的 教材 
中 都 会 出 现 ， 这 就 是 我 们 在 这 里 给 出 它 的 原因 。 
ERARE, AEI a, b] ARK, 

证 明 设 王 是 [a,b] 的 一 个 开 履 盖 。 我 们 需要 找到 一 个 有 限 子 履 
盖 。 定 义 一 个 新 的 集 

Y= ixe[a,b]l 在 全 中 存在 [a,x] 的 有 限 子 履 盖 | 。 

我 们 的 目标 是 说 明 我 们 的 区 间 端 点 5 在 这 个 新 的 集 Y 中 。 

首先 我 们 会 通过 说 明 初 始点 a 在 了 了 中， 说 明了 不 是 空 的 。 如 果 
xX=a， 那 么 我 们 感 兴 趣 的 是 平凡 区 间 [a,a] =a, —*## 4, AAT 
是 一 个 开 改 盖 ， 所 以 存在 开 集 Ve 使 得 [a,a] eV。 因 此 对 于 这 个 
十 分 浅显 的 区 间 [aw,a] 有 子 履 盖 ， 因 此 wa 在 集 了 中 ， 这 意味 着 至 少 了 
不 是 空 的 。 

设 w 是 了 的 最 小 上 界 。 这 意味 着 王 中 有 元 素 任意 接近 于 aw 但 是 
没有 元 素 比 a 大 。( 虽 然 证 明 这 样 一 个 最 小 上 界 的 存在 性 包含 了 实数 
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轴 完备 性 (巧妙 且 重 要 的 ) 性 质 ， 但 是 在 直观 上 对 于 任何 一 个 有 界 
实数 集 来 说 ， 这 样 一 个 最 小 上 界 一 定 丰 在。) 我 们 首先 说 明 点 a 本身 
HERY F, REHA a 实际 上 就 是 端点 六 ， 这 会 使 我 们 得 出 这 个 区 
间 确 实 紧 致 的 结论 。 

因为 we[a,0] 且 互 是 一 个 开 履 盖 ， 所 以 瑟 中 存在 一 个 开 集 UR 
RacU, 因为 过 在 [a,b] 中 是 开 的 ， 所 以 存在 一 个 正 数 己 使 得 

{xllx-al <e} CU, 

因为 w 是 了 的 最 小 上 界 ， 所 以 一 定 存 在 一 个 xe 了 任意 接近 但 是 小 于 
Q。 所 以 我 们 能 够 找到 一 个 xeYNU 满足 


a-x<eé, 
因为 xeY， 所 以 区 间 [a,x] 存 在 一 个 有 限 子 覆盖 Ul =, Uyo MA 
AIR U, «+, Uy, 会 覆盖 [a,a]。 因 为 每 个 开 集 U, Fo URES 


中 ， 这 就 意味 着 区 间 [a,a] 有 一 个 有 限 子 履 盖 ， 因 此 最 小 上 界 a 在 
Yes 

现在 假定 w<b。 我 们 要 想 出 一 个 矛盾 。 我 们 知道 a 在 集 了 中 。 
因此 在 互 中 有 一 个 有 限 子 履 盖 U ，…，U, SRABRM[a,a], RH 
开 集 使 得 点 a 在 开 集 以 中 。 因 为 以 是 开 的 ， 所 以 存在 一 个 >0 
使 得 

{xllx-al<e}CU,, 
因为 端点 4 严格 大 于 点 aq， 所 以 我 们 一 定 能 够 找到 一 个 点 x RAR 
U, 中 又 满足 
a<x<b, 

但 是 这 样 有 限 子 覆盖 U, ，…， 避 ,就 不 仅 会 覆盖 区 间 [a,a] 而 且 
会 履 盖 更 大 的 区 间 [a,x]， 这 就 使 得 x 在 集 Y 中 了。 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 a 是 Y 中 的 最 大 可 能 单元 。 因 为 我 们 所 做 的 唯一 的 假设 就 是 
a<b, 我 们 一 定 有 a=4b， 即 为 所 需 , O 

对 于 R" 中 的 紧 致 性 还 有 另 一 个 十 分 有 用 的 定理 。 
R 中 的 子 集 4 是 紧 致 的 ， 如 果 4 中 每 个 无 限 点 
列 (x,) 都 有 一 个 子 列 收敛 到 A 中 的 一 点 。 因 此 ， 如 果 (x,) 是 4 
中 一 个 点 列 ， 必 有 一 个 点 PEe4 和 一 个 子 列 x, 满足 


nk 


limx,, =Po 
它 的 证 明 是 本 章 结尾 的 练习 之 一 。 
紧 致 性 对 下 述 定理 也 很 重要 。 
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GEER) 设 XY 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 设 /:XR 为 一 个 连 
续 函 数 。 则 存在 一 个 点 PE 和 ， 在 这 个 点 处 上 有 最 大 值 。 

我 们 给 出 这 个 证 明 的 一 个 大 致 思想 ,而 细节 留 为 练习 。 首 先 ， 
我 们 需要 说 明 紧 致 集 的 连续 的 像 是 紧 致 的 。 则 F(X) 在 及 中 是 紧 臻 
的 ， 因 此 一 定 是 闭 的 且 有 界 。 因 此 在 f( 针 ) 一定 有 一 个 最 小 上 界 ， 它 
的 逆 像 会 包含 所 需 的 点 p。 相 似 的 论据 会 被 用 到 证 明 紧 致 集 上 的 任意 
连续 函数 /(x) 都 有 最 小 值 。 


ER 上 距离 的 自然 概念 是 标准 拓扑 存在 的 关键 。 幸 运 的 是 ,在 
很 多 其 他 集 上 与 距离 (MAR) 相似 的 概念 也 存在 ; 任何 一 个 有 
度量 的 集 都 会 自动 地 有 一 个 拓扑 。 

集 于 上 的 度量 是 一 个 函数 

p:XxX>R, 

使 得 对 于 所 有 的 点 x，y，ze 卫 ,我 们 有 

1. p(x,y) 20, p(x,y) =0 当 且 仅 当 x =7; 

2.p(x,v) =ply,x); 

3. (三 角 不 等 式 ) 

p(x,z) Sp(x,y) +p(y,2)o 

集 针 连同 它 的 度量 p 称 为 一 个 度量 空间 ， 记 为 (外,p)。 
固定 度量 空间 (X,p) 。 

人 了 久 中 的 集 U 是 开 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 点 aeU， 
存在 某 个 实数 e >0 使 得 |xllx -al <e, 包含 在 U 中。 
3 上 述 开 集 的 定义 会 在 度量 空间 ( 久 ,p) 上 定义 一 个 
Hausdorff 拓扑 空间 。 

命题 的 证 明 与 R 上 标准 拓扑 对 应 的 证 明 类 似 。 事 实 上 ， 关 于 
R 的 大 多 数 拓扑 事实 都 可 以 相当 容易 地 转化 成 关于 任意 度量 空间 相 
应 的 拓扑 事实 。 不 幸 的 是 ， 正 如 在 第 5 节 将 会 看 到 的 那样 ， 并 不 是 
所 有 的 自然 拓扑 空间 都 来 自 于 度量 。 

有 一 个 不 仅仅 是 R" 上 标准 的 度量 的 例子 会 在 第 13 章 给 出 ,在 
那里 度量 和 它 相 关联 的 拓扑 会 被 用 来 定义 Hilbert 空间 。 
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警告 :这 一 节 使 用 了 可 数 的 概念 。 如 果 存 在 一 个 从 集 到 自然 数 
的 一 对 一 映射 ， 集 是 可 数 的 。 关 于 这 个 更 多 的 会 在 第 10 章 出 现 。 注 
意 ， 有理数 是 可 数 的 而 实数 是 不 可 数 的 。 

在 线性 代数 中 ， 单 词 “ 基 ”意味 着 在 向 量 空间 中 唯一 地 生成 整 
个 向 量 空间 的 一 个 列 向 量 。 在 拓扑 中 ， 基 是 产生 整个 拓扑 的 一 个 开 
集 族 。 更 准确 地 说 

GEED 设 X 是 一 个 拓扑 空间 。 一 个 开 集 族 组 成 了 这 个 拓 
扑 的 一 个 基 ， 如 果 下 中 的 每 个 开 集 都 是 这 个 开 集 族 中 集 的 并 集 (可 
能 是 无 限 的 ) 。 

例如 ， 设 (Xp) 是 一 个 度量 空间 。 对 于 每 个 正 整数 大 和 每 个 点 


PEX， 设 
U(p,k) ={xeXlp(x,p) <7}. 


我 们 可 以 证 明 所 有 可 能 的 U(p,k) 的 集合 组 成 了 度量 空间 的 拓扑 基 。 

在 实际 中 ， 有 一 个 基 会 允许 我 们 把 很 多 拓扑 计算 简化 到 在 基 中 
的 集 上 进行 计算 。 如 果 我 们 能 够 以 某 种 方式 限制 基 中 元 素 的 数目 ， 
处 理 将 更 加 容易 。 这 会 导致 

GEED 提 扑 空间 是 第 二 可 数 的， 如 果 它 有 一 个 可 数 数目 
元 素 的 拓扑 基 。 

例如 ; R 有 通常 拓扑 ， 是 第 二 可 数 的 。 可 数 基 可 如 下 建立 。 对 
于 每 个 正 整数 大 和 每 个 peEQ" (这 意味 着 点 pp 的 每 个 坐标 都 是 有 理 
数 ) ， 定 义 

U(p,k) ={xeR"llx-pl ae 


有 可 数 数目 的 这 样 的 集 U(pyk), 而且 它们 能 被 证 明 组 成 了 一 个 基 。 
大 多 数 合 理 的 拓扑 空间 都 是 第 二 可 数 的 。 这 里 有 一 个 不 是 第 二 
可 数 的 度量 空间 的 例子 。 它 应 该 有 而 且 确 实 有 一 种 病态 的 感觉 。 设 
人 是 任意 不 可 数 集 (例如 ， 你 可 以 设 X 为 实数 集 )。 定 义 了 上 的 一 个 
ERAS p(x,y) =1, WR x#y, p(x,x) =0。 可 以 证 明 p(x,y) 定 义 
了 站 上 的 一 个 度量 ， 因 此 定义 了 XX 上 的 一 个 拓扑 。 尽管 这 个 拓扑 很 


奇怪 。 每 个 点 * 自己 就 是 一 个 开 集 ， 因 为 开 集 1yeXlp(x,y) <1/2} 
=x, 根据 X 中 有 不 可 数 个 点 ,我 们 可 以 证 明 这 个 度量 空间 不 是 第 二 
可 数 的 。 

当然 ， 既 然 我 们 使 用 了 “第 二 可 数 ” 的 字眼 ， 那 一 定 还 有 “第 
一 可 数 ”。 拓 扑 集 是 第 一 可 数 的 ， 如 果 每 个 点 x eX 都 有 一 个 可 数 邻 
域 基 。 为 了 使 这 个 讲 得 通 ， 我 们 需要 知道 什么 是 邻 域 基 。X 中 的 开 
集 族 组 成 了 某 个 x eX 的 邻 域 基 ， 如 果 每 个 包含 * 的 开 邻 域 都 有 一 个 
族 中 的 开 集 在 它 里 面 ， 且 每 个 族 中 的 开 集 都 包含 点 x。 我 们 只 是 为 了 
完整 才 提 到 这 个 定义 。 虽 然 接 下 来 我 们 会 需要 第 二 可 数 的 概念 ,但 
是 在 本 书 中 我 们 并 不 需要 第 一 可 数 的 思想 。 
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警告 : 这 一 节 需 要 交换 环 理论 的 基础 知识 。 

尽管 在 历史 上 拓扑 学 出 现在 R* 上 连续 函数 的 研究 中 ， 但 所 有 数 
学 家 都 会 说 开 集 、 闭 集 、 紧 致 集 的 一 个 主要 原因 是 在 许多 不 同 的 数 
学 结构 中 都 存在 自然 拓扑 。 本 节 我 们 只 看 其 中 一 个 拓扑 。 虽 然 这 个 
例子 (交换 环 的 Zariski 拓扑 ) 在 代数 几何 和 代数 数论 中 很 重要 ， 但 
是 对 于 一 般 的 数学 家 来 说 不 需要 了 解 它 。 在 这 里 给 出 它 只 是 为 了 说 
明基 础 拓扑 概念 怎样 以 一 种 不 明显 的 方式 被 应 用 到 除了 R 的 对 象 
中 。 事 实 上 ， 我们 会 看 到 多 项 式 环 上 的 Zariski 拓扑 不 是 Hausdorff 空 
间 ， 因 此 不 能 来 自 于 一 个 度量 。 

我 们 想 要 把 拓扑 空间 同 任意 交换 环 R 联系 起 来 。 我 们 的 拓扑 空 
间 会 被 定义 在 环 R 中 所 有 素 理 想 的 集 上 ， 这 个 集 表示 为 Spec (RR)。 
我 们 首先 会 以 什么 是 闭 集 开始 ， 而 不 是 定义 开 集 。 设 P 为 RR 中 的 一 
个 素 理想 ， 因 此 是 Spec(R) 中 的 一 个 点 。 定 义 闭 集 为 

V, =1010 是 包含 P 的 R 中 的 一 个 素 理想 | 。 

然后 定义 Spec(R) -Vp 为 一 个 开 集 ， 其 中 P 是 任意 素 理想 。 把 开 集 
定义 为 Spec(R) - V, 的 所 有 和 集 的 并 集 和 有 限 交 集 给 出 了 Spec(R) 上 
的 Zariski 拓扑 。 

正如 在 某 些 例子 中 将 会 看 到 的 那样 ， 把 对 应 于 最 大 理想 的 Spec 
(R) 中 的 点 称 为 几何 点 是 很 自然 的 。 

假定 环 尺 没有 零 因 子 ， 这 意味 着 如 果 xy =0， 那 么 要 么 x 为 0， 
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b " (x—(a+bi)) 


C 


要 么 y 为 0。 则 元 素 0 会 生成 一 个 素 理想 (0) ， 包 含 在 每 个 其 他 理想 
中 。 这 个 理想 称 为 一 般 理 想 ， 并 且 总 是 有 一 点 例外 。 

现在 举 些 例子 。 第 一 个 例子 ， 设 环 R 为 整数 环 Z。Z 中 仅 有 的 
素 理想 的 形式 为 

(p) = {kplkeZ,p 为 一 个 素数 | 
MEH (0), IA Spec(Z) 是 所 有 素数 的 集合 
23 5 7 No 17 19 2 29 

MEHE (0) 。 这 个 拓扑 中 的 开 集 是 有 限 个 这 些 理想 的 补 集 。 

第 二 个 例子 ， 设 环 R 为 复数 域 C。 仅 有 的 两 个 素 理想 是 零 理 想 
(0) 和 域 本 身 。 因 此 在 某 种 意义 上 空间 C 是 一 个 单 点 。 

一 个 更 加 有 趣 的 例子 是 设 R=C[x]， 复 系数 单 变量 多 项 式 环 。 
我 们 会 看 到 作为 一 个 点 集 ， 这 个 空间 以 实 平面 R (如 果 我 们 不 考虑 
一 般 理想 ) 而 著名 ， 但 是 这 个 拓扑 远 不 是 R 的 标准 拓扑 。 关 键 是 根 
据 代数 基本 定理 ， 所 有 的 单 变 量 多 项 式 都 可 以 分 解 为 线性 因子 ， 因 
此 所 有 的 素 理想 都 是 线性 多 项 式 的 倍数 。 我 们 把 线性 多 项 式 x -e 的 
所 有 倍数 的 理想 记 为 

(x-c)= {f(x)(x-ce)lf(x)eClx],ceCl}, 

因此 ， 对 于 每 个 复数 c=a+bi,，a,， be R， 都 有 相应 的 素 理想 (x =- 
c), KHE Spec( Cl[%]) 是 男 一 个 复数 的 环 理论 描述 。 在 几何 上 ，Spec 
(C[xj] ) 为 

注意 到 虽然 零 理 想 (0) 仍然 是 C[x] 中 的 一 个 素 理想 ,但 是 它 
不 对 应 C 中 任何 点 ， 它 反而 潜伏 在 背景 中 。 这 个 拓扑 中 的 开 集 是 有 
限 个 素 理想 的 补 集 。 但 是 每 个 素 理想 对 应 一 个 复数 。 因 为 复数 域 C 
可 以 被 看 成 实 平面 R ， 因 此 我 们 有 开 集 是 实 平面 中 有 限 个 点 的 补 
集 。 虽 然 这 些 开 集 在 R? 上 的 标准 拓扑 中 也 是 开 的 ， 但 是 它们 远 比 平 
面 上 任何 开 圆 盘 大 得 多 。 没 有 e 小 圆 盘 会 是 仅仅 有 限 个 点 的 补 集 ， 
因此 在 Zariski 拓扑 中 不 会 是 开 的 。 事 实 上， 注意 到 两 个 Zariski 开 集 
的 交集 一 定 相 交 。 这 个 拓扑 不 能 是 Hausdorff 空间 。 因 为 所 有 的 度量 
空间 都 是 Hausdorff 空间 ， 这 就 意味 着 Zariski 拓扑 不 能 来 自 于 某 个 
度量 。 

现在 设 R=C[x,y] 为 复 系数 双 变 量 多 项 式 环 。 除 了 零 理 想 (0) 
之 外 ， 还 有 两 种 素 理想 : 一 种 是 极 大 理想 ， 其 中 每 一 个 都 由 形式 为 x 


-c 和 y=-d 的 多 项 式 产 生 ， 其 中 e 和 4d 是 两 个 复数 ; 另 一 种 是 非 极 
大 素 理想 ， 其 中 每 一 个 都 由 不 可 约 多 项 式 f(x,y) 产 生 。 

注意 到 极 大 理想 对 应 于 复 平面 C x C 中 的 点 ， 因 此 就 解释 了 
“几何 点 ”。 


因为 复数 C 的 每 一 份 都 是 实 平面 R?, 所 以 CxC 是 R xR = 
R’, Æ Zariski 拓扑 中 ， 开 集 是 多 项 式 零 位 点 的 补 集 。 例 如 ， 如 果 
f(x,Y) 是 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 则 集 

U={(x,y) eC lf(x,y) 40} 

是 开 的 。 虽 然 Zariski 集 在 R 上 的 标准 拓扑 中 仍 是 开 的 ， 但 是 令 人 吃 
惊 的 是 反之 大 多 是 错误 的 。 与 CLx] 上 的 Zariski 拓扑 类 似 ， 没 有 = ER 
在 C[x,y] 上 的 Zariski Hi} PRAY, BEE, 如果 U 和 VV 是 两 个 
非 空 的 Zariski 开 集 ， 则 它们 一 定 相 交 。 因 此 这 也 是 一 个 非 Hausdorff 
空间 ， 并 因此 不 能 来 自 于 一 个 度量 。 


点 集 拓 扑 的 繁荣 发 展 是 在 20 世纪 早期 ， 那 个 时 候 世 界 上 一 些 最 
顶尖 的 数学 家 十 分 关心 对 连续 、 维 数 和 拓扑 空间 的 正确 定义 。 这 些 
问题 的 大 多 数 现 早 已 解决 。 当 今 ， 点 集 拓扑 绝对 是 一 个 所 有 数学 家 
都 需要 了 解 的 工具 。 

在 本 科 生 阶段 ， 数 学 系 常常 使 用 点 集 拓 扑 课 作 为 一 个 让 学 生 了 
解 证 明 的 课程 。 在 E. H. Moore (芝加哥 大 学 ) 和 他 的 学 生 
R. L. Moore ( 德 克 萨 斯 大 学 ， 他 培养 了 相当 多 的 博士 生 ) 的 影响 下 ， 
许多 学 校 已 经 使 用 Moore 的 方法 教授 拓扑 学 。 使 用 这 种 方法 ， 在 课 
程 的 第 一 天 向 学 生 们 给 出 了 许多 定义 和 定理 。 在 第 二 天 就 会 问 他 们 
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谁 证 明了 定理 。 如 果 有 人 认为 已 经 有 了 一 个 证 明 ， 就 会 到 黑板 上 去 
把 他 的 证 明 呈 献 给 全 班 同学 。 那 些 仍 然 想 要 独自 得 出 证 明 的 学 生 在 
这 时 就 会 离开 课堂 。 这 是 一 个 很 有 效 的 让 学 生 们 了 解 证 明 的 方式 。 
另 一 方面 ， 也 没有 很 多 资料 可 以 查阅 。 现 在 ， 使 用 Moore 方法 教学 
的 人 们 正 以 很 多 不 同 的 方式 修正 它 。 

当然 ， 这 种 方法 对 于 那些 已 经 在 数学 上 很 成 熟 的 人 来 说 几乎 是 
荒 雇 的 ， 他 们 只 需要 能 够 使 用 结论 。20 世纪 50 年 代 和 60 年 代 的 教 
材 是 由 Kelley [72] 和 Dugundji [30] 所 著 的 。 然 而 现今 最 受 欢 迎 
的 教材 是 Munkres 的 《拓扑 学 : 第 一 课 》[88] 。 

我 自己 的 观点 (一 个 并 不 被 大 多 数 人 共享 的 观点 ) 是 大 多 数 人 
需要 的 所 有 的 点 集 拓 扑 知 识 都 可 以 在 例如 Royden 的 《 实 分 析 》 [95] 
关于 拓扑 的 章节 中 被 找到 。 


1. 本 题 的 目标 是 证 明 集 X 上 的 拓扑 也 可 以 用 闭 集 族 的 方式 定 
义 ， 这 与 开 集 族 截然 相反 。 设 是 一 个 点 集 ,，C = {C1 是 X 的 一 个 
子 集 族 。 假 设 

。 族 C 中 集 的 任意 有 限 并 集 一 定 是 C 中 的 男 一 个 集 。 

。 族 C 中 集 的 任意 交集 一 定 是 C 中 的 另 一 个 集 。 

© 空 集 纪 和 全 集 和 一定 在 族 C 中 。 

WK C 中 的 集 是 闭 的 。 称 集 U 是 开 的 ， 如 果 它 的 补 集 X-U 是 闭 的 。 
证 明 开 集 的 这 个 定义 将 会 定义 集 式 上 的 一 个 拓扑 。 

2. 证 明 命题 4.2. 1。 

3. 证 明定 理 4.2.2。 

4. 证 明定 理 4.2.3。 

5. 设 了 是 所 有 函数 

f:[0,1]>R 
的 向 量 空间 ， 函 数 的 导数 包括 端点 处 的 单 侧 导数 都 是 区 间 [0,1] 上 的 
连续 函数 。 定 义 
1 es 
对 于 任意 的 函数 /eV。 对 于 每 个 feV 和 每 个 a>0， 定义 
Ue) ={geVllf-gl, <E}o 
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a. 证明 所 有 的 Ue) 的 集合 是 集 了 上 一 个 拓扑 的 基 。 
b. 证 明 不 存在 数 M 使 得 对 于 所 有 的 ,re V, 


Fan <MIfl. o 


在 函数 分 析 的 语言 中 ， 这 意味 着 导数 被 看 成 一 个 线性 映射 ， 在 空间 了 
上 是 无 界 的 。 包 含 点 集 拓扑 的 严肃 的 问题 发 生 的 主要 场所 之 一 就 是 
函数 分 析 中 ， 它 研究 不 同 种 类 函数 的 向 量 空间 。 这 种 空间 的 研究 对 
于 解 微分 方程 是 很 重要 的 。 


基本 对 象 : 流 形 和 边界 
基本 映射 : 流 形 上 的 向 量 值 函数 


基本 目标 ; 边界 上 函数 的 均值 = 内 部 导数 的 均值 


Stokes 定理 ， 在 其 所 有 的 表现 形式 中 归结 为 把 某 个 几何 体 边界 上 
函数 的 平均 值 与 这 个 几何 体内 部 导数 (以 某 种 合适 的 方式 ) 的 平均 
值 相 等 。 当 然 ， 关 于 平均 值 的 正确 陈述 应 该 被 放 到 积分 语言 中 。 这 
个 定理 提供 了 拓扑 学 (关于 边界 的 部 分 ) 与 分 析 学 (积分 和 导数 ) 
间 的 很 深 的 联系 。 对 于 物理 学 它 也 非常 重要 ， 它 可 以 在 物理 学 的 历 
史 发 展 中 被 看 到 ， 而 且 对 于 大 多 数 人 来 说 ， 他 们 首次 了 解 Stokes 定 
理 是 在 电磁 学 的 课堂 上 。 

第 6 章 的 目标 是 证 明 抽象 流 形 的 Stokes 定理 〈 从 某 种 意义 上 来 
说 ， 它 是 处 理 几 何 体 的 抽象 方法 ) 。 我 们 将 会 看 到 即使 是 为 了 陈述 定 
理 我 们 也 需要 花费 很 多 时 间 去 建立 一 些 必 要 的 工具 。 本 章 会 看 到 
Stokes 定理 的 一 些 特殊 情形 ， 一 些 早 在 人 们 意识 到 存在 这 样 一 个 基本 
定理 之 前 就 已 经 熟知 的 特殊 情形 。 例 如 ， 我 们 将 会 看 到 微 积分 基本 
定理 是 Stokes 定理 的 一 种 特殊 情况 (为 了 证 明 Stokes 定理 你 需要 使 
用 微 积分 基本 定理 ， 因 此 从 逻辑 上 讲 Stokes 定理 并 不 隐 含 微 积 分 基 
本 定理 ) 。 在 19 世纪 Stokes 定理 的 这 些 特殊 情况 大 部 分 都 被 发 现 了 ， 
尽管 如 此 ， 人 们 并 不 知道 这 些 中 的 每 一 个 都 是 一 般 结论 的 特殊 情况 。 
这 些 特 殊 情况 足够 重要 和 有 用 ， 以 至 于 现在 它们 是 很 多 多 变量 微 积 
分 课程 和 电磁 学 入 门 课程 的 标准 主题 。( 尽管 这 个 Stokes 定理 是 下 一 
章 Stokes 定理 的 一 种 特殊 情况 。) 对 于 本 章 研 究 这 些 特殊 情况 所 需 的 
数学 知识 ， 我 们 会 叙述 散 度 定理 和 Stokes 定理 并 概述 它们 的 证 明 。 
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而 且 会 强调 它们 的 物理 直观 性 。 
ABA PZ ARS BE, WER Stokes 定理 的 具体 
的 特例 和 第 6 章 的 抽象 版 本 都 需要 了 解 。 


量 微 积分 的 准备 工 


本 节 较 长 ， 在 本 节 中 我 们 需要 定义 向 量 场 、 流 形 、 路 径 和 曲面 
积分 、 散 度 和 旋 度 等 向 量 微 积 分 的 基本 概念 。 所 有 这 些 概 念 都 是 必 
要 的 。 只 有 这 样 我 们 才能 叙述 散 度 定理 和 Stokes 定理 ， 这 也 是 本 章 
的 目标 。 


5.1.1 向 量 场 


R" 上 的 一 个 向 量 场 是 一 个 向 量 值 函数 
五 :R 一 R"。 
PR a, o, a 是 RR" 的 坐标 ， 则 向 量 场 天 将 被 描述 为 如 下 的 m 个 
Ti HH f: R" 一 R 


Alaran) 
r (aatan) 
向 量 场 是 连续 的 ， 如 果 每 个 实 值 函 数 矿 都 是 连续 的 ; 向 量 场 是 可 微 
的 ， 如 果 每 个 实 值 函 数 f 都 是 可 微 的 ， 等 等 。 
直观 上 ， 向 量 场 为 R" 中 的 每 个 点 指定 一 个 向 量 。 任 何 数量 的 物 
理 现 象 都 能 根据 向 量 场 描述 。 事 实 上 ， 它 们 是 流体 流动 、 电 场 、 磁 


场 、 引 力 场 、 热 流动 、 运 输 流 量 和 更 多 物理 现象 的 自然 语言 。 
例如 , EF: R>R? 由 


F(x,y) =(3,1) 


eee 
给 出 。 这 里 A(x,y) =3, (x,y) =1。 ER 上 这 个 向 量 场 可 以 通过 ee ai 
在 一 些 样本 向 量 中 画图 而 绘制 出 ， 如 右 图 所 示 。 tlh 
这 个 向 量 场 的 一 个 物理 例子 是 风 以 速度 
wae 


length(3,1) = V9 +1 = /10 
向 (3,1) 方 向 吹 。 
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现在 考虑 向 量 场 F(x,y) = (x,y) 。 则 在 图 中 (WER) RITA 

这 可 能 代表 水 从 原点 (0,0) 处 流出 。 

最 后 一 个 例子 , 设 F(x,y) =(-y,2). EAP (WER) 我 们 有 
这 也 许 是 某 种 涡流 。 


5.1.2 流 形 和 边界 


曲线 和 曲面 总 会 出 现在 我 们 周围 。 它 们 都 是 流 形 的 例子 ， 流 形 
基本 上 只 是 某 个 自然 产生 的 几何 体 。 流 形 的 直观 思想 是 对 于 一 个 
维 流 形 ， 每 个 点 都 在 看 起 来 像 R" 中 的 球 的 邻 域 中 。 在 下 章 中 ,我 们 
将 给 出 三 种 定义 流 形 的 方法 。 本 章 中 ， 我 们 会 通过 参数 化 定义 流 形 。 
下 面 的 定义 使 得 在 任意 一 点 的 局 部 上 上 维 流 形 看 起 来 像 R" 中 的 球 这 
一 思想 更 加 严谨 。 


R FH k ATMA MER’ 中 的 一 个 点 集 ， 使 
得 对 于 每 点 pe 用， 存在 p 的 一 个 小 的 开 邻 域 U、 一 个 向 量 值 可 微 函 
X FRR" 和 R! 中 的 一 个 开 集 VV 满足 

a) F(V) =UNM; 

b) F % Jacobi 矩阵 在 V 中 的 每 一 点 都 有 秩 ， 其 中 下 的 Jacobi 
ER n xk 矩阵 


r a A 
Ox, OX 
te. 
Ox, OX, 
m,n, my RR PREGA, BRP RAR (AR) 参 
数 化 。 
回想 一 个 矩阵 的 秩 是 天， 如 果 托 阵 有 一 个 天 x 下 可逆 子 式 。( 子 式 
FFE HF FEF.) 
圆 是 一 维 流 形 ， 参 数 化 为 
F:R'—R’, 
由 


F(t) =(cos(t) ,sin(t) ) 


i (cos(¢),sin(t)) 


在 几何 上 参数 上 是 与 x 轴 所 成 的 角度 。 注 意 到 下 的 Jacobi HHA 
Seve! 
cost 
因为 正弦 和 余弦 不 能 同时 为 0， 所 以 Jacobi 矩阵 的 秩 为 1。 
三 维 空间 的 圆锥 可 参数 化 为 
F(u,v) = (u,v, Si +2) « 


(u,v) —— (u,v, Vu2+v2 ) 


除了 在 定点 (0,0,0) 处 ， 这 是 一 个 二 维 流 形 (一 个 曲面 ) ， 在 这 点 上 
Jacobi 矩阵 没有 意义 ， 更 不 必 说 秩 为 2 了 。 注 意 到 这 与 图 一 致 ， 在 这 
里 原点 当然 看 起 来 与 其 他 点 十 分 不 同 。 

再 说 一 遍 ， 其 他 的 定义 会 在 第 6 章 被 给 出 。 

现在 要 讨论 什么 是 流 形 的 边界 。 这 是 必要 的 ， 因 为 Stokes 定理 
和 它 的 许多 表示 都 叙述 到 流 形 边界 上 函数 的 平均 值 等 于 它 内 部 导数 
的 平均 值 。 

i M ÆR 中 的 一 个 上 维 流 形 。 
MM 的 闭 包 记 为 有 M， 是 R" 中 所 有 点 x 的 集合 ， 存 在 
M 中 的 一 个 点 列 (x) 满足 


lims =%, 
no 


M 的 边界 记 为 M, A 
0M=M -M, 
给 出 一 个 流 形 和 它 的 边界 ， 我 们 把 不 是 边界 的 部 分 称 为 内 部 。 
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有 了 几 个 例子 ， 所 有 的 这 一 切 就 会 变 得 相当 简单 。 考 虑 映射 
re. -1,2]—R’, 
其 中 
r(t) ={t,2") « 
r 在 开 区 间 ( -1,2) 下 的 图 像 是 一 个 一 维 流 形 (因为 Jacobi 矩阵 是 2 x 
1 矩阵 (1,21) ， 它 总 有 秩 为 1) 。 边 界 由 r( -1) =( -1,1) 和 r(2) = 
(2,4) 两 部 分 组 成 。 
下 一 个 例子 是 有 一 个 由 圆 组 成 的 边界 的 二 维 流 形 。 设 
r:| (x,y) ER’ lx’ +y <1}>R°, 


Hi 
r(x,y) = (x,y,% +7) 
定义 。r WYPEMG EAR PF_E YU BILE F925 P — A 

MIE r EFE | (x,y) ER Ix? +y <1| 下 的 图 像 是 一 个 二 维 流 形 
(TRL Jacobi EREA |) ys) 它 在 所 有 的 点 都 有 秩 为 2) 。 边 界 
是 圆 盘 边 界 的 图 像 ， 因 此 是 圆 | (x,y) eR lx? ty? =1| 的 图 像 。 在 这 
SS 一 神情 况 下 ， 正 如 可 以 从 图 中 看 到 的 ， 边 界 本 身 是 空间 中 : = 1 平面 上 
的 一 个 圆 。 

另 一 个 例子 是 平面 上 的 单位 圆 。 我 们 看 到 这 是 一 个 一 维 流 形 。 
尽管 它 没有 边界 点 。 另 一 方面 ,单位 圆 本 身 是 一 个 二 维 流 形 ， 即 平 
面 上 的 单位 圆 盘 的 边界 。 以 类 似 的 方式 ，R 上 的 单位 球 是 一 个 二 维 
流 形 ， 没 有 边界 ， 而 它 本 身 又 是 单位 球 ， 即 一 个 三 维 流 形 的 边界 。 
(在 这 两 种 情况 下 边界 的 边界 是 空 集 并 不 是 偶然 的 。) 

我 们 一 般 会 把 一 个 有 边界 的 流 形 称 为 流 形 。 我 们 也 会 经 常 假设 
一 个 维 流 形 的 边界 要 么 是 空 的 (在 这 种 情况 下 流 形 没有 边界 ) ， 要 
么 边界 本 身 是 一 个 (n -1) 维 流 形 。 


5.1.3 ”路径 积分 


至 此 ， 我 们 对 流 形 有 了 一 个 清晰 的 定义 ， 接 下 来 我 们 去 计算 它 
们 上 面 的 积分 。 我 们 以 沿 曲线 对 向 量 场 进行 积分 运算 开始 。 这 个 过 
程 被 称 为 路 径 积 分 ， 有 时 候 也 会 称 为 线 积分 。 

R" 上 的 曲线 或 路 径 C 定义 为 一 个 有 边界 的 一 维 流 形 。 因 此 所 有 
的 曲线 都 可 以 通过 映射 F: [a,b] >R" 定义 ,由 


f,(t) 
F(t) =| 2 
a(t) 


给 出 。 这 些 映 射 通常 被 写 为 
s 
x,(t) 


FR TEER PB AY PK fs ROR 都 是 可 微 的 。 
f(x, ,xz,) 是 定义 在 及 " 上 的 实 值 函数 。 函 数 
FERR C 的 路 径 积分 为 


[fas = es ds 


= [raion (JG) + (Ge) Jas 


tana (ETS) 


虽然 看 起 来 很 复杂 ， 但 它 只 是 单 变量 1 的 积分 。 
AR 中 的 曲线 C 由 两 个 不 同 的 参数 


D 


注意 到 


F:[a,b] >R" 
和 

G:[c,d] >R" 
所 描述 ， 而 

x(t) 


F(t) = 


yi(u) 
Glu) =] Fo 
x, (t) Yalu) 
路 径 积分 | fds 与 参数 的 选择 无 关 ， 即 


poca JOY ET) 


= [rw sarap) (SY + + (Se) Jaw. 
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我 们 一 会 就 会 介绍 一 个 例子 ,定理 的 证 明 中 严格 地 使 用 了 链 式 法 则 ， 
而 且 这 也 是 链 式 法 则 的 一 个 练习 。 事 实 上 ， 路 径 积分 由 一 个 很 笨拙 


的 公式 
Re 
精确 地 定义 是 为 了 使 路 径 积分 与 参数 无 关 。 这 就 是 | (xn (0) ,…， 


x, (t) ) dt 不 是 路 径 积分 正确 的 定义 的 原因 。 
符号 “ds” 表 示 R" 中 的 曲线 C 上 无 穷 小 的 弧 长 。 在 左 图 中 ， 对 
FR 考虑 下 式 。 
As= ./(Ax,)? +(Ax) o 
Ei, = As 表示 沿 曲线 C 位 置 的 变化 ， 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 我 们 有 
(Ax,)* + (Ax, )’ 


(ETE) 


然后 当 AO 时 ， 至 少 在 形式 上 我 们 有 极限 


s= (Ca) ae 


因此 毕 达 哥 拉 斯 定理 正确 的 使 用 也 会 让 我 们 得 到 曲线 积分 定义 中 的 


ee 
es & Pe ee Nc dt. 


现在 做 一 个 例子 来 检验 我 们 对 于 定义 的 知识 ， 同 时 看 看 ds 项 对 
于 使 路 径 积分 与 参数 无 关 是 怎样 被 需要 的 。 考 虑 平面 上 从 (0,0) 到 
(1,2) 的 直线 段 。 我 们 会 以 两 种 不 同 的 参数 形式 表示 这 条 直线 段 ， 然 
后 使 用 每 个 参数 形式 去 计算 函数 
f(x,y) =x +3y 
的 路 径 积 分 。 
首先 ， 定 义 
F:[0,1]—>R? 


F(t) =(t,2t). 
因此 我 们 有 x(t) =t,y(t) =2t。 记 这 条 线段 为 C。 则 


[Aara = [a +3700)) SE) + (2) ae 


= KG + 6t) /Sdt 


现在 把 线段 C 参数 化 为 
G:[0,2]C, 


G(t) = 人 过 
这 里 我 们 有 x(t) =>, y(t) =t。 则 


[Aana = [ao ay 到] + (2) ae 


其 中 


即 为 所 需 。 
5.1.4 曲面 积分 


现在 研究 沿 曲面 的 积分 。R- 上 的 曲面 是 有 边界 的 二 维 流 形 。 为 
了 简便 ， 我 们 会 把 注意 力 限 制 到 那些 由 
r(u,v) =(x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v) ) 
给 出 的 映射 
r:D—>R?’ 
的 图 像 的 曲面 上 ， 其 中 x，y，z 是 了 的 坐标 而 u,v ER’ 的 坐标 。 
这 里 D 是 平面 上 的 一 个 区 域 ,， 这 意味 着 在 R* 中 存在 一 个 开 集 0， 它 
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的 闭 包 是 D。( 如 果 你 把 UV 想象 成 一 个 开 圆 盘 ， 那 么 D 就 是 一 个 闭 圆 
a, aia ipa 
Hayz) ÆR 上 的 函数 。 则 f(x,y,z) 沿 曲面 5 的 


积分 为 bn yiz)d3 = || ælu) .y(uyv) 2(u,0)) ， x dudv, 


pi ee le 


ert 长 度 ) ， 因 此 是 

i j k 
Ox/du ðy/ðu dz/du 
Or/ W/W HK/NW 


TIA, ALAR) GA ds 为 
(Sa) oe SS) SG a) 


(Se alae a) (Se Se) 


与 弧 长 类 似 ， 曲 面积 分 与 参数 也 无 关 。 


积分 f(x,y,z) ds 与 曲面 8 的 参数 无 关 。 
链 式 法 则 又 一 次 是 这 个 证 明 很 重要 的 部 分 

注意 到 如 果 这 个 定理 不 是 正确 的 ,我们 就 会 以 不 同 的 方式 定义 
曲面 积分 (特别 是 无 穷 小 面积 ) 。 

现在 我 们 说 明 向 量 场 


oe 
du 


dudv, 


为 什么 是 曲面 的 法 向 量 。 映 射 r: RR FA (u,v) = (x(u,v) ,y(u, 
v) ,z(u,v) ) 给 出 ， 回 想到 > 的 Jacobi 矩阵 为 

ðx/ðu ðx/ðv 
ðy/ðu W/W |. 
ðz/ðu /NW 
但 是 正如 我 们 在 第 3 章 看 到 的 ，Jacobi 矩阵 把 切 向 量 映射 成 切 向 量 。 
因此 两 个 向 量 


(a2, 
ðu’ ðu’ du 
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和 


ezg 


都 是 曲面 $ 的 切 向 量 。 它 们 的 又 积 一 定 是 一 个 法 (垂直 的 ) E n, 
因此 ， 我 们 可 以 把 曲面 积分 看 作 


[ras = |f- n1 dude, 
其 中 dS = (PT x Hh kee) dud. 
5.1.5 梯度 


函数 的 梯度 可 以 看 作 函 数 求 微分 的 一 种 方法 。 
FAG BH f(x, ,… ,Xx, ) 的 梯度 为 


vw- 


因此 
V:( 函 数 ) 一 (向 量 场 ) 。 
例如 ， 如 果 f(x,y,z) =x +2xy+3xz， 我 们 有 
Vif) =(3x: +2y +3z,2x,3x)。 
可 以 证 明 如 果 在 M= (f(x, ,…,x,) =0) 的 所 有 点 上 Wz#0， 则 梯 
BE VY Æ M 的 法 向 量 。 


5.1.6 HE 


向 量 场 的 散 度 可 以 被 看 成 求 向 量 场 的 导数 的 一 种 合理 的 方式 。 
(在 下 一 节 我 们 会 看 到 向 量 场 的 旋 度 是 另 一 种 方式 。) 设 F(x,y,z): 
RR 是 由 如 下 三 个 函数 给 出 的 向 量 场 
F(x,y,2) = (fi(%,y,2) f(x,y,2) f(x,y,2))o 


因此 
div:( 向 量 场 ) 一 (函数 ) 。 
散 度 定理 会 告诉 我 们 散 度 可 以 测量 向 量 场 从 一 个 点 伸展 出 多 少 。 
例如 , 设 F(x,y,z) =(x,y ,0)。 则 
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div(F) = +275 
如 果 你 画 出 这 个 向 量 场 ， 你 就 会 发 现 y 值 越 大 ， 向 量 场 向 外 伸展 得 
越 多 。 


5.1.7 hE 


向 量 场 的 旋 度 是 我 们 可 以 延展 向 量 场 微分 的 另 一 种 方式 。Stokes 
定理 会 告诉 我 们 向 量 场 的 旋 度 能 够 度量 向 量 场 转动 或 旋转 或 卷曲 了 
多 少 。 确 切 的 定义 是 

EA F(x,y,z) 的 旋 度 为 

i j k 
curl ( F) = det Z s 2 
fh f 
(2% (HM) % a) 
Oy a Ox 0/ Ox ðy 
注意 到 
curl; (向量 场 ) 一 (向 量 场 ) 。 

现在 看 一 个 例子 ， 我 们 会 发 现 旋 度 确实 度量 了 转动 的 程度 。 之 
前 我 们 看 到 向 量 场 F(x,y,z) = ( -y,x,0) 看 起 来 像 个 流 涡 。 它 的 旋 
度 为 


i j k 
ð ð ð 
curl ( F) = det ma He 
-y x 
= (0,0,2). 


这 反映 了 涡流 运动 是 在 xy PRL, HAF zM, 
我 们 将 会 看 到 在 Stokes 定理 的 陈述 中 直观 上 curl ( F) 的 长 度 确 实 
度量 了 向 量 场 转动 了 多 少 ， 而 向 量 curl( 了) 指向 垂直 于 转动 的 方向 。 


5.1.8 可 定向 性 


我 们 还 要 求 流 形 是 可 定向 的 。 对 于 一 个 曲面 ， 可 定向 性 意味 着 
我 们 能 够 选择 曲面 上 连续 变化 而 且 不 会 消失 的 垂直 向 量 场 。 对 于 曲 


线 ， 可 定向 性 意味 着 在 每 一 点 处 我 们 都 能 选择 一 个 连续 变化 的 单位 
切 向 量 。 

不 可 定向 曲面 的 一 个 典型 的 例子 就 是 莫 比 乌 斯 带 ， 可 以 通过 把 
纸 的 一 半 扭 转 然后 连结 尾部 而 得 到 。( 见 右 图 ) 

对 于 一 个 可 定向 的 流 形 ， 总 有 两 种 方向 的 选择 ， 依 赖 于 选择 了 
法 方向 或 切 方向 中 的 哪 一 种 。 进 一 步 地 ， 有 边界 曲线 aS 的 可 定向 曲 
面 $ 会 诱导 出 一 个 在 oS 上 的 方向 ， 正 如 一 个 三 维 区 域 会 在 它 的 边界 
曲面 上 诱导 出 一 个 方向 。 如 果 你 碰巧 选择 了 边界 上 错误 的 诱导 方向 ， 
结果 与 Stokes 定理 得 出 的 不 同 ， 仅 仅 是 差 了 一 个 因子 ( -1)。 如 果 
你 不 能 理解 这 段 讲解 ， 不 要 惊慌 ， 它 们 不 会 影响 今后 的 学 习 。 实 际 
上 为 了 精确 地 定义 方向 需要 花 一 些 时 间 。 刚 开始 接近 主题 时 ， 最 好 
集中 精力 于 基本 的 例子 ， 然 后 再 考虑 来 自 于 诱导 定向 的 正确 的 符号 。 
对 于 可 定向 性 严格 的 定义 会 在 下 一 章 给 出 。 


(为 了 技术 上 方便 ， 对 于 本 章 剩 下 的 章节 我 们 会 假定 包括 组 成 
向 量 场 的 函数 在 内 的 所 有 函数 都 有 所 需 阶 的 导数 。) 

本 章 的 整体 目标 就 是 强调 在 流 形 边 界 上 的 函数 值 和 流 形 内 部 的 
导数 (合适 定义 的 ) 值 之 间 一 定 总 是 有 很 深 的 联系 。 这 个 联系 已 经 
在 下 述 定 理 中 被 展现 


定理 5.2.1 ( 微 积 分 基本 定理 ) 设 
f: [a,b] >R 
是 区 间 [a,b] 上 的 实 值 可 微 函 数 。 则 


fb) -Ka) = f Lar. 


这 里 的 导数 岂 是 在 区 间 


[a,b] =|xeRla<xSb} 
上 被 积 的 ， 它 有 边界 点 (a) 和 (b), MARELHTHASR-a, 
或 者 
ðla,b] =b-a, 
那么 微 积分 基本 定理 可 以 被 理解 为 叙述 边界 上 f(x) HS FT ASH 
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数 的 平均 值 (积分 )。 

推广 基本 定理 的 一 种 可 能 方法 就 是 用 更 高 维 数 的 区 域 代替 一 维 
区 间 [a,5]， 而且 用 多 变量 函数 或 (不 太 明 显 ) 向 量 场 代替 单 变量 
函数 f。 正 确 的 推广 当然 要 由 能 够 被 证 明 的 东西 决定 。 

在 散 度 定理 中 ， 区 间 变 成 了 一 个 三 维 流 形 ， 它 的 边界 是 一 个 曲 
面 ， 而 函数 变 成 了 一 个 向 量 场 。f 的 导数 在 这 里 就 是 散 度 。 更 准确 
地 说 

( 散 度 定 理 ) ER F, 设 肝 为 有 二 维 紧 致 流 形 ， 
OM 为 边界 的 三 维 流 形 。 设 F(x,y,z) 表 示 R 上 的 一 个 向 量 场 ，n(x， 

y, z) AAJ OM 的 单位 法 向 量 场 。 则 
人 : nd3 = [| (iver) dxayas ' 
我 们 会 在 5.5 节 中 简 述 证 明 。 

等 式 左边 我 们 有 向 量 场 在 边界 上 的 积分 。 等 式 右 边 我 们 有 巴 
数 div(F) ( 它 包 括 向 量 场 的 导数 ) 在 内 部 的 积分 。 

在 Stokes 定理 中 ， 区 间 变 成 了 曲面 ， 所 以 边界 是 一 个 曲线 ， 而 
函数 又 一 次 变 成 了 向 量 场 。 导 数 的 角色 现在 由 向 量 场 的 旋 度 扮演 。 

(Stokes 定理 ) M AR’ 中 有 紧 致 边界 曲线 ôM 
的 曲面 。 设 由 (xy;z) 为 1 的 单位 法 向 量 场 ，T(x,y,z) 为 曲线 9M 的 
诱导 单位 切 向 量 。 如 果 严 (x,y,z) 为 任意 向 量 场 ， 则 

人 Tis = f curice) «ads 
和 散 度 定 理 一 样 ， 证 明 的 简 述 会 在 本 章 后 面 被 给 出 。 

又 一 次 ， 等 式 左边 我 们 有 边界 上 包含 向 量 场 正 的 积分 ， 而 等 式 
右边 我 们 有 在 内 部 包含 的 旋 度 ( 它 是 根据 姬 不 同 的 导数 得 来 的 ) 
的 积分 。 

虽然 散 度 定理 和 Stokes 定理 都 是 被 独立 证 明 的 ， 但 是 它们 的 相 
似 性 绝 不 仅仅 体现 在 一 个 类 推 。 它 们 和 微 积 分 基本 定理 一 样 ， 都 是 
一 个 一 般 定 理 的 特殊 情形 ， 这 个 一 般 定理 是 下 一 章 的 目标 。 每 一 个 
的 证 明 也 是 十 分 相似 的 。 事 实 上 ， 有 两 种 基本 方法 证 明 这 种 定理 。 
第 一 种 是 归纳 为 微 积 分 基本 定理 , f(b) -f(a) = f Lae. 


这 种 方法 会 在 我 们 对 于 散 度 定理 的 概述 中 说 明 。 
第 二 种 方法 包含 两 个 步骤 。 第 一 步 ， 要 证 明 给 出 两 个 有 相同 边 
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RARR R 和 R,， 我 们 有 
函数 + 函数 = 函数 。 


OR, o( Ry UR) 
第 二 步 是 要 证 明 在 无 穷 小 的 区 域 上 定理 是 正确 的 。 为 了 用 这 种 
方法 证 明定 理 ， 只 要 把 原始 区 域 分 成 无 穷 个 无 穷 小 的 区 域 ， 应 用 步 
了 骤 二 ， 然 后 用 步骤 一 。 我 们 会 在 Stokes 定理 的 证 明 概 述 中 使 用 这 种 
方法 。 
再 说 一 次 ， 所 有 这 些 定理 确实 是 相同 的 。 事 实 上 ， 对 于 大 多 数 
数学 家 ， 这 些 定理 通常 都 统称 为 “Stokes 定理 ”。 


本 节 的 目标 是 给 出 散 度 定理 的 物理 意义 ， 这 也 是 在 历史 上 这 个 
定理 是 怎么 被 发 现 的 。 我 们 会 看 到 散 度 定理 叙述 了 向 量 场 通过 一 个 
曲面 的 通 量 恰好 等 于 内 部 每 个 点 的 散 度 之 和 。 当 然 面 对 这 种 说 法 我 
们 需要 给 出 一 些 定义 。 

SAR 上 的 一 个 单位 法 向 量 场 n(x,y,z) 的 曲 
面 。 则 向 量 场 F(x,y,z) 通 过 曲面 5 的 通 量 为 
JF - nas, 


直观 上 我 们 想 用 通 量 来 度量 向 量 场 丸 穿 过 曲面 9 多 少 。 

想象 一 股 水 流 流动 。 在 水 的 每 一 点 方向 的 切 向 量 定 义 了 一 个 向 
EA F(x,y,z), RRAEAFA 
我 们 可 以 在 水 流 中 放 进 一 个 无 限 薄 的 橡胶 。 我 们 想 用 通 量 来 度量 在 
水 流 的 冲击 下 使 板子 保持 静止 的 难度 。 有 三 种 可 能 性 


> — =- — 
> —— = >_> 
> —— => a 
> — > = — 
B 


在 情况 A 中 ， 水 流 顶 着 板子 流动 ， 使 得 让 它 保持 静止 相当 困难 。 
在 情况 C 中 ,不 需要 费力 使 板子 静止 ， 因 为 水 只 是 在 它 表面 流 过 。 
在 情况 B 中 使 板子 静止 需要 的 力 介 于 情况 A 和 情况 C 中 所 需 力 之 间 。 
以 某 种 方式 量化 流量 不 同 的 关键 是 要 测量 水 流 的 向 量 场 丸和 薄膜 的 
AEEA nA, RAE, SRF -n 会 起 作用 。 因 此 通 量 就 


Li] 
| 
HH 
HH 
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被 定义 为 
J.F - nas, 
S 


穿 过 曲面 4 的 通 量 要 比 穿 过 曲面 妃 的 多 ， 而 且 依次 比 穿 过 曲面 C 的 
多 ， 穿 过 曲面 C 的 通 量 为 0。 

散 度 定理 陈述 了 向 量 场 穿 过 边界 曲面 的 通 量 恰好 等 于 内 部 向 量 
场 散 度 的 总 和 (积分) 。 在 某 种 意义 上 散 度 就 是 向 量 场 通 量 的 无 穷 小 
度量 。 


| 


| 
| 
| 


这 里 我 们 讨论 关于 曲线 的 向 量 场 的 循环 概念 。 我 们 会 给 出 这 个 
gh seni ag 
A CAR ee T(x,y,z) 的 光滑 曲 
Ro MEA F(x,y,z)GHRC 的 循环 为 

[F + Tds, 

设 下 为 一 个 代表 水 流 的 向 量 场 ， 例 如 
把 一 个 细 丝 (曲线 C) 放 到 水 流 中 ， 用 一 个 小 珠 连 着 它 ， 小 珠 可 以 
在 细 丝 上 下 自由 移动 。 


c d 


在 情况 a 中 ， 水 一 点 也 不 会 使 球 移 动 。 在 情况 b 中 球 会 被 沿 着 曲线 
推动 ， 而 在 情况 e 中 水 会 使 球 移 动 得 最 快 。 在 情况 d 中 ， 球 不 仅 不 
会 沿 着 曲线 C 移动 ， 甚 至 还 需要 施加 一 些 力 才能 使 球 移动 。 这 些 定 
性 判断 是 从 上 述 循环 的 定义 中 定量 得 到 的 ， 因 为 点 积 下 . 了 全 度量 了 在 
每 一 点 处 向 量 场 玉 有 多 少 指向 切 向 量 场 耻 的 方向 ， 因 此 度量 了 下 有 
多 少 指向 曲线 的 方向 。 

简 而 言 之 ， 这 些 循 环 度量 了 向 量 场 有 多 少 流向 曲线 C 的 方 
向 。 在 物理 学 上 ， 向 量 场 通常 是 力 ， 在 这 种 情况 下 循环 就 是 功 的 


度量 。 

因此 Stokes 定理 陈述 的 是 向 量 场 沿 曲线 9M 的 循环 恰好 等 于 
在 内 部 向 量 场 curl(F) 正 交 的 部 分 ,其 中 9M 是 曲面 M 的 边界 。 
这 就 是 单词 “curl” 被 使 用 的 原因 ， 因 为 它 度量 了 向 量 场 循环 的 
无 限 小 的 趋势 ， 换 句 话 说 ， 它 提供 了 向 量 场 “旋转 ”的 无 穷 小 
度量 。 


这 只 是 一 个 梗概 ， 因 为 我 们 会 做 很 多 简化 的 假设 。 首 先 ， 假定 
我 们 的 三 维 流 形 M (一 个 立方 体 ) 是 简单 的 ， 意 思 是 任意 平行 于 x 
轴 、y 轴 、z 轴 的 直线 只 与 M 相交 于 一 个 连通 的 线段 或 一 个 点 。 
因此 ， 

是 简单 的 ， 而 
不 是 。 
把 向 量 场 的 分 量 记 为 
F(x,y,z) = (f(x,7,2) h(x,y,2) f(%,Y,2)) 
= (fs fs)o 
在 边界 曲面 9M 上 ， 记 单位 法 向 量 场 为 
n(x,y,z) = (n (x,y,z) ,n2(%,y,z) ,m3(%,7,2)) 
Si 
我 们 想 要 证 明 
Lr -ndS = [| div cr) axayas, 
换言之 ， 我 们 想 证 明 
of a oF 
„im + fat, + firs) a5 = ff 后 + B + h ]dvdydz。 
如 果 我 们 能 证 明 


f Aimas = dedyd:, 


fras I, Te dvayas, 


of: 
人 Amas = dxdydz 


eT 
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我 们 就 证 完了 。 
我 们 只 简 述 最 后 一 个 等 式 


es 

0 
x J Ayam (29,2) 08 = J], araya 
Sar 


的 证 明 ， 因 为 男 两 个 等 式 同 理 可 证 。 

- 函数 n,(%,y,z) 是 法 向 量 场 n(x,y,z) 的 z 分 量 。 根 据 假设 M 是 
简单 的 ， 我们 可 以 把 边界 OM 分 成 三 个 连通 的 部 分 ， 其 中 | OM} yw， 
n,>0, 其 中 Mly, n3=0, {OM} em, n SOs 

x 例如 ， 如 果 oM 是 


(Mm M 
那么 我 们 就 能 把 边界 曲面 积分 分 成 三 个 部 分 


f mas F | Amads Dough" + 人 Amas 


=] Anmds+ 人 Amds， 
OM 顶部 9 底部 
因为 n, 是 z 方 向 的 法 分 量 ， 所 以 在 9My, 上 是 0。 


进一步 ， 根 据 简 化 的 假设 ， 存 在 xy 平面 中 的 一 个 区 域 R 使 得 
{ OM | mw 为 函数 
(x,y¥)—>(x,y,t(%,y) ) 
的 图 像 


(x, y, x,y) 


TI 而 |aM| wy 是 函数 
y (x,y) —>(«,y,b(%,y) ) 
的 图 像 。 
$ 则 


[| famds = J fimds = ,fmas 
= [fy 7) )dedy + fs Cs7,5( ,7) )dedy 


= [Cssyst ,7)) -hxsy,b( sy)) ) drdy, 


其 中 最 后 一 项 前 面 的 负 号 是 因为 9Miex 的 法 向 指向 下 方 。 但 是 根据 微 
积分 基本 定理 ， 这 只 是 


| ee Da andyde, 


(x,y) OZ 


它 相 应 地 等 于 
of, 
iif 3dxdydz， 


这 就 是 我 们 想 要 证 明 的 。 

为 了 证 明 完整 结论 ， 我 们 需要 取 任 意 立 方 体 N 证 明 它 可 以 被 
分 成 简单 的 部 分 ， 然 后 如 果 在 每 一 个 简单 部 分 上 散 度 定 理 是 正确 
的 ， 在 原始 的 M 上 就 是 正确 的 。 虽然 在 直观 上 并 不 困难 ,但 是 这 
其 实 并 不 容易 证 明 ， 而且 其 中 使 用 了 一 些 关 于 收敛 的 巧妙 的 
问题 。 


设 M 是 一 个 边界 曲线 为 9M 的 曲面 。 
我 们 把 Stokes 定理 的 证 明 分 成 两 个 部 分 。 第 一 ， 给 定 两 个 有 公共 边 
的 矩形 R, 和 R, ， 我 们 想 要 

f, F - Tas + | F - Tas z [og F Ts, 

其 中 了 是 单位 切 向 量 。 第 二 ， 我 们 需要 证 明 Stokes 定理 在 无 限 小 的 
和 矩形 上 是 正确 的 。 

第 一 步 的 证 明 是 对 于 两 个 矩形 的 公共 边 1， 和 定向 是 朝 相 反 的 方向 
的 。 这 使 得 ! 作为 矩形 R 的 一 条 边 时 沿 1 的 点 积 (FT) 与 1 作为 
和 矩形 R, 的 一 条 边 时 沿 1 的 点 积 (FT) 符号 相反 。 因 此 


fp E> Tds : fp F Tds 
因为 两 个 矩形 的 并 集 R UR, 的 边界 不 包含 1， 所 以 我 们 有 
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— (xy, B(x, y)) 
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LF - Tas JF - Tay = TE. . Tds, 


在 证 明 Stokes 定理 在 无 穷 小 的 矩形 上 正确 之 前 ， 我 们 先 假定 我 
们 已 经 知道 这 是 正确 的 。 把 曲面 W 分 成 〈 无 穷 多 的 ) 小 矩形 。 
则 


[| curi(F) nds = >》 Jeuri(r) ‘nds 
M 小 矩形 


s E 
因为 我 们 已 经 假定 在 无 穷 小 的 矩形 上 Stokes 定理 是 正确 的 。 但 是 
根据 第 一 步 ， 上 面 的 和 将 等 于 所 有 小 矩形 并 集 的 边界 上 的 单个 
积分 


[F - Tas, 


它 给 出 了 Stokes 定理 。 因 此 我 们 需要 证 明 的 全 部 就 是 Stokes 定理 对 
于 无 穷 小 的 矩形 是 正确 的 。 

在 证 明之 前 ， 注 意 到 这 个 说 法 是 不 严密 的 ， 因 为 和 是 在 无 穷 
多 个 小 矩形 上 的 ， 因 此 需要 解决 收敛 的 问题 。 我 们 默默 地 忽 
略 它 。 

现在 简 述 为 什么 对 于 无 穷 小 的 矩形 来 说 Stokes 定理 是 正确 
的 。 这 也 会 包含 为 什么 向 量 场 旋 度 的 定义 是 它 所 叙述 的 样子 的 
判断 。 

根据 坐标 变换 ， 我 们 可 以 假定 小 矩形 R 位 于 有 一 个 顶点 即 原点 
(0, 0) 的 xy 平面 上 。 


它 的 单位 法 向 量 为 n = (0,0,1)。 
如 果 向 量 场 为 F(x,y,z) = (fi Ah), RIA 
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我 们 想 证 明 


of ofi 

(2 -对 jad 2 [LF - Tds, 

其 中 了 是 边界 矩形 9R 的 单位 切 向 量 ，dxdy 是 矩形 R 的 无 穷 小 区 域 。 
现在 计算 | F- Tas. 


和 矩形 OR 的 四 条 边 有 下 列 的 参数 化 表示 


o 参数 化 积分 
I; s(t) = (Wk,0) O<t<1 [f(Ar,0) Axat 
I, s(t) = (Ax,tAy) ,0<t<1 [fede ty) Aydt 


1 
Ill, s(t) = (Ax -tAx,Ay) 0<t<1 f -Ahr - thx, Ay) Axdt 


IV; s(t) =(0,Ay -tAy) ,0<¢<1 { ~ f,(0, Ay - thy) Aydt 
对 于 任意 的 函数 f(t) ， 通 过 把 变量 ; 换 成 1-;， 总 有 
[mod = [fa -a 
因此 边 MI A IV 的 积分 可 以 用 | = ACA, Ay) Arde 和 | - (0， 
tAy) Aydt 替换 。 那 么 
ÍF -Tds = |F - Tds + | F - Tds + | F - Tds + | F Tes 


= [ (Ax 0) Ar + f(A ty) Ay -A (tAr, Ay) Ar — f,(0,tAy) Ay) 


= | llety) ~f(0,thy)) Aya - [Cf (ce Ay) -fi (1B 0)) Ande 


_ P (f(As, tay) -f(0,tdy) filiAx,Ay) -fi(tAx,y) 
k | ( Ax Ay ) add, 
当 Ax, Ay0 时 ， 它 收敛 于 
(ðh Af, 
[ (2 7 L )dxdydt, 


最 后 一 个 积分 将 是 
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Hus, 


这 正 是 我 们 想 要 的 。 
令 Ax,Ay 一 :0 是 一 个 不 严谨 的 步骤 。 而 且 我 们 变换 坐标 把 矩形 放 
到 xy 平面 的 整个 的 不 经 意 的 方式 需要 以 更 加 严谨 的 证 明 来 判别 。 


大 多 数 的 微 积 分 教材 中 接近 多 元 微 积分 的 结尾 处 都 有 本 章 中 所 
包含 的 知识 。 很 长 一 段 时 间 很 受 欢迎 的 选择 是 Thomas 和 Finney 的 教 
24 材 [36]。 另 一 本 好 书 是 Stewart 的 《 微 积 分 》[108] 。 
物理 学 ， 尤 其 是 电磁 学 中 的 问题 是 本 章 的 数学 知识 研究 的 主要 
历史 动机 。 散 度 定理 和 Stokes 定理 有 “物理 ”证 明 。 在 Halliday 和 
Resnick 的 物理 学 教材 [51] 和 Feynmann 的 《物理 学 》 [35] 中 有 
好 的 来 源 。 


1. 拓展 散 度 定理 的 证 明 ， 把 本 章 中 给 出 的 简单 区 域 延伸 到 区 域 
2. 设 D 是 半径 为 7 的 圆 盘 ， 边 界 为 圆 9D， 由 方程 
D:{(x,y,0) |x? +y <r} 
给 出 。 对 于 向 量 场 
F(x,y,z) =(x+y +2,3x +2y +4z,5x -3y +z), 
计算 路 径 积分 | JF .Tds, 其 中 了 是 圆 oD 的 单位 切 向 量 。 
3. 考虑 向 量 场 
F(x,y,z) =(«,2y,5z) . 
计算 曲面 积分 |) F nds, 其 中 曲面 aM 是 圆心 为 原点 ， 半 径 为 
的 球 


M={(«,y,z) |x +y +2 <r}, 
m n 是 单位 法 向 量 。 
4. 设 $ 是 一 个 曲面 ， 它 是 
r:R’?>R’, 


由 
r(u,v) =(x(u,v),y(u,v) ,z(u,v) ) 
映射 的 图 像 ， 考 虑 直线 v= 常数 的 图 像 ， 自 己 验证 
F oy 2) 
ðu’ ðu’ ðu 
AS 的 切 向 量 。 
5. Green 定理 为 


RCHAR, wR P(x,y) f° O(x,y) LAR RETA, M 
a0 aP 
| Pax jipa j, (2 - 2) andy. 


通过 把 区 域 2 放 到 平面 z=0 上 并 设 向 量 场 为 (P(x,y) ,Q(x,y)， 


0) 证 明 Green 定理 服从 于 Stokes 定理 。 


(Green 定理 ) Ko 是 C 中 的 一 个 简单 回路 ， 人 2 
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基本 对 象 ; 微分 形式 和 流 形 
基本 目标 Stokes 定理 


在 上 一 章 中 我 们 看 了 几 个 不 同 的 定理 ， 它 们 都 把 几何 体 边界 上 
的 函数 值 与 内 部 函数 的 导数 值 联系 起 来 。 本 章 的 目标 是 要 证 明 存在 
一 个 单一 的 定理 (Stokes 定理 ) ， 它 是 所 有 这 些 结果 的 基础 。 不 幸 的 
是 ， 在 我 们 陈述 这 个 伟大 的 基本 定理 之 前 需要 很 多 工具 。 因 为 我 们 
要 讨论 积分 和 导数 ， 所 以 我 们 不 得 不 去 研究 允许 我 们 在 类 维 空间 上 
积分 的 技巧 。 这 会 导出 微分 形式 ， 它 们 是 在 流 形 上 可 以 进行 积分 运 
算 的 对 象 。 外 导数 是 对 这 种 形式 进行 微分 的 技巧 。 因 为 提 及 了 微分 ， 
我 们 需要 讨论 体积 的 计算 。 这 在 第 1 节 被 完成 。 第 2 节 定 义 微分 形 
式 。 第 3 节 把 微分 形式 同上 一 章 的 向 量 场 、 梯 度 、 旋 度 和 散 度 联系 
起 来 。 第 4 节 给 出 了 流 形 的 定义 〈 事 实 上 ， 给 出 了 三 种 不 同 的 定义 
流 形 的 方法 ) 。 第 5 节 讨 论 流 形 是 可 定向 的 是 什么 意思 。 第 6 节 我 们 
讨论 怎么 计算 流 形 上 的 微分 形式 ， 这 使 我 最 后 在 第 7 节能 够 陈述 
Stokes 定理 并 概述 它 的 证 明 。 


本 章 中 ,我 们 最 终 对 流 形 (我 们 已 经 定义 了 ) 上 的 积分 感 兴趣 。 
尽管 这 一 节 是 纯 线性 代数 知识 ， 但 却 是 对 本 章 其 余 各 节 至 关 重 要 的 
线性 代数 知识 。 

问题 如 下 : ÆR 中 ,假设 给 出 个 向 量 y,，…， vy。 这 上 个 向 
量 会 定义 R" 中 的 一 个 平行 六 面体 。 问 题 是 怎样 计算 这 个 平行 六 面体 


》 
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的 体积 。 例 如 ， 考 虑 两 个 向 量 
1 
2 
3 1 
这 两 个 向 量 固定 的 平行 六 面体 为 R 中 的 一 个 平行 四 边 形 。 我 们 想 找 
到 一 个 计算 这 个 平行 四 边 形 的 面积 的 公式 。( 注意 ; 这 个 平面 平行 四 
边 形 真 正 的 三 维 体积 为 0， 这 与 点 的 长 度 为 0 和 线 的 面积 为 0 同 理 。 
在 这 里 我 们 试图 测量 这 个 平行 四 边 形 的 二 维 “体积 ”。) 

我 们 已 经 知道 了 两 种 特殊 情况 的 答案 。 对 于 R" 中 的 一 个 单 向 量 


3 


y= Y= o 


平行 六 面体 就 是 单 向 量 ”。 这 里 “体积 ”的 意思 是 向 量 的 长 度 ， 根 
据 毕 达 哥 拉 斯 定理 有 

另 一 种 情况 是 给 出 R" 中 的 个 向 量 。 假 设 这 个 向 量 为 

Gy 


v = 


an 


这 里 我 们 知道 得 出 的 平行 六 面体 的 体积 为 


Qu ° Qin 
这 是 从 第 1 章 中 给 出 的 行列 式 的 定义 得 出 的 。 我 们 最 终 的 公式 将 包 
括 这 两 种 结果 。 
我 们 先 给 出 公式 然后 讨论 为 什么 它 是 合理 的 。 把 个 向 量 
v, =, n 写成 列 向 量 。 令 
A=(¥,,°"°,¥;) 


为 一 个 kxn EE, FTE A KREW A, 为 n x he RE 


vi 
2 ds 
vi 


A" = 
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其 中 每 个 w 是 向 量 v, 行 向 量 形式 。 则 


BAE, o, n 得 出 的 平行 六 面体 的 体积 为 
Vdet(A'A), 


在 简 述 证 明之 前 ， 让 我 们 先 看 些 例子 。 考 虑 单 向 量 


这 里 的 矩阵 4 就 是 本 身 。 则 
/det(A'A) = Vdet(v'v) 


即 向 量 ， 的 长 度 。 
现在 nn 个 向 量 v， +, V, SOTO, ARASH A nxn BH, KR 
们 会 使 用 det(A) =det(A"), H) 
Vdet(A™A) = Vdet(A™) det(A) 
= Vdet(A)” 
= ldet(A)|, 
即 为 所 需 。 
现在 看 看 为 什么 一 般 来 说 Vdet (44) 一 定 是 体积 。 我 们 需要 一 
个 包含 Vdet (474) 的 更 加 本 质 的 、 使 用 几何 上 的 方法 的 预备 引 理 。 


Xt PHE 
A=(y a” Ns 
我 们 有 A 
[mw 
A'A = i 
vey nen, e l? 


其 中 Vo 表示 向 量 b, 和 vi 的 点 积 ， EA = vi "Vi 表示 向 量 b 的 
长 度 。 
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这 个 引 理 的 证 明 只 需要 看 


vi 
A'A=| : |(¥,,°°,%)o 
了 
注意 到 如 果 我 们 应 用 R 上 保 角 和 保 长 的 任意 线性 变换 (换言之 ， 
如 果 我 们 对 R" 用 一 个 旋转 ) Akl v,lFov, v 不 会 改变 。 (R" 上 所 有 保 
持 角度 和 长 度 的 线性 变换 的 集合 组 成 了 一 个 群 ， 称 为 正 交 群 ， 记 为 
O(n).) 这 就 允许 我 们 把 问题 归结 为 找 出 R 中 的 平行 六 面体 体积 的 
问题 。 
证 明 我 们 知道 


2 
| 


We Bi Vet Wy ore ID, 


1 0 0 
0 1 0 

e = : 22 = : ge, = : o 
0 0 1 


我 们 能 够 找到 R 的 一 个 旋转 ， 它 既 保 持 长 度 和 角度 ， 还 可 以 旋 
转 我 们 的 向 量 y,，…，yV， 使 得 它们 能 够 位 于 前 有 个 标准 向 量 el， 
=, e 上 。( 要 严格 地 证 明 这 个 需要 一 些 时 间 ， 但 是 在 几何 上 它 是 合 
理 的 。) 在 旋转 后 ， 每 个 向 量 V, 的 后 于 -天 元 为 0。 因 此 我 们 可 以 把 
我 们 的 平行 六 面体 看 成 是 由 R* 中 的 上 个 向 量 组 成 的 。 但 是 我 们 已 经 
知道 怎么 去 计算 它 。 它 是 


N 


WA IN TH? J ea Sey GaSe Gaeta ean Se et Tie 


这 是 一 个 很 长 而 且 有 时 很 学 术 的 内 容 。 开 始 我 们 会 定义 R*" 上 的 
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初等 -形式 ， 它 仍然 有 清晰 的 几何 意义 。 然 后 我 们 会 使 用 初等 - 形 
式 来 生成 一 般 大 形式。 最后， 毫 无 疑问 是 到 现在 为 止 最 不 直观 的 一 
部 分 内 容 ， 即 我 们 要 给 出 外 导数 的 定义 ， 它 是 一 个 可 以 把 -形式 映 
射 成 (k+1)- 形 式 的 工具 ， 而 且 最 终 会 呈现 为 导数 形式 的 运算 。 在 下 
一 节 我 们 会 看 到 上 一 章 中 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 都 可 以 用 外 导数 来 
解释 。 


6.2.1 初等 有 -形式 


我 们 以 试图 理解 R 中 的 初等 2- 形式 开始 。 把 R 中 的 坐标 轴 标 
记 为 x,，x,，x3。 有 三 种 初等 2- 形式， 记 为 dx, Adx,, dx, 人 dx3 和 
dx, 人 dx3。 现 在 我 们 必须 要 确定 这 些 符 号 是 什么 意思 。 (一 会 我 们 会 
定义 1- 形式 。) 

FHE, dr, Adr, 会 度量 在 R 中 任意 平行 六 面体 xx, 平面 上 的 
投影 的 带 符号 的 面积 ，dx, Adx, 会 度量 在 R 中 任意 平行 六 面体 的 
«x, 平面 上 的 投影 的 带 符号 的 面积 ， 而 dx, Adx, 会 度量 在 R 中 任意 
平行 六 面体 的 x,x; 平面 上 的 投影 的 带 符号 的 面积 。 

通过 看 一 个 例子 ， 我 们 可 看 到 实际 上 怎样 去 计算 这 些 2- 形 式 。 
ZER 中 的 两 个 向 量 ， 记 为 
1 
2 
3 1 
这 些 向 量 组 成 R: 中 的 一 个 平行 六 面体 P。 考 虑 R 到 xix, 平面 的 投 
影 映 射 T:R 一 R 。 因此 

T (Hy 5% ,X3 ) = (XI 5%) 。 


我 们 定义 作用 在 平行 六 面体 已 上 的 dx, Adr, 为 7(P) 的 面积 。 注 


意 到 
Se 


则 mr(P) 为 平行 四 边 形 
且 带 符号 的 面积 为 
dx, Adxz(P) =det(a(v,) ,7(¥) ) 


is OES 
= det( } 
2 2 


= -4 


3 


yl = = o 
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一 般 来 说 ， 给 出 一 个 3 x2 矩阵 


A= 


a, ay |, 


a3, 432 
它 的 两 列 会 定义 一 个 平行 六 面体 。 那 么 这 个 平行 六 面体 的 dx, A dx, 
就 为 
QI an 
dey Na (A) = den ji 
a ‘ay 
同样 地 ，dx, Ady, 将 度量 平行 六 面体 在 x,x; 平面 上 的 投影 的 面积 。 
那么 


Ql an 
dx, A dx,(A) -aa $ 


Q3 Q32 


同 理 ， 我 们 有 


dx, A dx, (A) =det > ij! 


在 定义 一 般 的 初等 -形式 之 前 ， 让 我 们 看 看 初等 1- 形 式 。 在 R 
中 ， 有 三 个 初等 1- 形式 ， 记 为 dx dx, 和 dx; 。 每 一 个 都 度量 了 R? 
中 的 一 维 平行 六 面体 在 一 个 坐标 轴 上 投影 的 一 维 体积 (长度 )。 
例如 ， 


1 
y=(|/2 |, 
3 
它 在 x, 轴 上 的 投影 为 (1)。 那 么 我 们 想 定 义 
1 
dx, (v) -| ss 
3 


一 般 来 说 ， 对 于 向 量 


我 们 有 
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dx, 


= dzio 


ay a}, ay 
an | =a, ,dxz| G71 |= az ,dx | A) 
a3, a3) a3) 


现在 来 定义 R" 上 的 初等 形式。 记 R" 上 坐标 为 +, x0 
从 (1,2,…,n) 中 选 出 一 个 长 为 的 递增 子 列 ， 记 为 
Talisha 


其 中 1<i<…<ii<n。 设 
By On Oy 
By Go 8 Oy 


为 一 个 于 x 大 和 矩阵。 它 的 列 组 成 了 及" 中 的 一 个 维 平行 六 面体 P。 为 
了 方便 阐述 , KA, 为 4 的 第 i 行 ， 即 
A, 


A= 


A, 
我 们 考虑 让 作用 在 矩阵 4 上 的 -形式 

dx, =dxi A+++ Adx,, 
给 出 平行 六 面体 P 在 k 维 x,，…， x, DERRY k AERA, 3X 
就 促成 了 定义 


o 


dx, (A) =dx; A= Adx; (A) =det 


A, 


初等 六- 形式 正 是 测量 上 维 平 行 六 面体 在 投影 到 坐标 上 空间 后 的 体积 
的 工具 。 它 的 计算 归结 为 取 原 始 矩阵 删 掉 一 些 行 之 后 的 抢 阵 的 行 
列 式 。 


6.2.2 kk- 形式 的 向 量 空间 


回想 第 1 章 中 我 们 给 出 了 和 矩阵 行列 式 的 三 个 不 同 的 解释 。 第 一 
个 只 是 怎样 去 计算 它 。 第 三 个 是 根据 平行 六 面体 的 体积 ， 它 是 行列 
式 在 这 里 出 现 的 原因 。 现 在 我 们 想 集中 精力 于 第 二 个 解释 ， 口 头 上 
行列 式 是 矩阵 列 空间 上 的 多 重 线性 映射 。 更 加 准确 地 说 ， 如 果 
Mz( 民 ) 表 示 所 有 实 元 n xk 矩阵 的 空间 ,我 们 就 有 nxn 矩阵 4 的 行 
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列 式 被 定义 为 唯一 的 实 值 函 数 
det:M (R)—R 
满足 
wh aes 18 hie, + AAA), ag ae 
b) det(A,,-*:,4, +AA,,-*,A,) =det(A, ee A) ii 
c) det( 单 位 矩阵 ) =1, 


k- 形 式 有 看 起 来 相似 的 定义 。 
EX 6.2. 1 MEE w 是 一 个 实 值 函 数 
w:M,,(R)-R 
满足 


(A, ,°*:,AB +uC,--:,A,) =Aw(A, ,°-:,B,:::,A,) +w A CA) 0 
因此 w 是 一 个 多 重 线性 实 值 函数 。 

根据 行列 式 的 性 质 ， 我 们 可 以 看 到 每 一 个 初等 -形式 dx, 实际 上 
都 是 一 个 -形式 。( 当然 情况 确实 如 此 ， 或 者 我 们 开始 不 应 该 称 它们 
为 初等 -形式 。) 但 事实 上 我 们 有 


向 量 空间 RY 的 全 形 式 组 成 了 一 个 维 数 为 (”) 的 向 


量 室 间 。 初 等 大 形 式 是 这 个 向 量 空间 的 一 个 基 。 这 个 向 量 空间 表示 
A N(R"), 

我 们 不 会 证 明 这 个 定理 。 证 明太 形 式 是 一 个 向 量 空间 并 不 难 。 
但 需要 花 一 点 时 间 证 明 初 等 -形式 是 人 *(R") 的 一 个 基 。 

最 后 ， 注 意 0- 形 式 就 是 实数 本 身 。 


6.2.3 处 理 大 -形式 的 准则 


处 理 k- 形 式 有 一 整套 机 制 。 特 别 地 ， 一 个 -形式 条- 形式 可 以 
结合 成 一 个 (k+l) -形式 。 完 成 这 件 事 的 方法 直观 上 并 不 是 很 容易 
被 理解 ， 但 是 一 且 你 领会 了 它 的 窍门 ， 它 就 是 一 个 十 分 简单 的 计算 
工具 。 我 们 会 仔细 研究 R 的 情形 ， 然 后 描述 结合 形式 的 一 般 准 则 ， 
最 后 看 看 这 怎么 与 R" 的 情形 联系 起 来 。 

Bax, Mx, 是 R? 的 坐标 。 则 dx, 和 dx, 是 两 个 初等 1- 形式 ，dx 
A 人 dx, 是 仅 有 的 初等 2- 形 式 。 但 是 至 少 在 符号 上 看 起 来 两 个 1- 形式 
dx, 和 dx, 以 某 种 方式 组 成 了 2- 形 式 dx, 人 dx,。 我 们 会 发 现 确实 是 这 
样 的 。 
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设 


是 R 中 的 两 个 向 量 。 则 
dx, (v, ) =a,,,dx,(¥,) = a 
且 
dx,(¥,) =a, ,dx,(¥,) =ay 0 
作用 在 2 x2 矩阵 (mw v) 上 的 2- 形式 dx, dx, FEE v, 和 vw 组 成 
的 平行 四 边 形 的 面积 ， 因 此 为 矩阵 (w ,” ) 的 行列 式 。 因 此 
da, A dx, (V, yz) =aia2z 一 Qipaalo 
但 是 注意 到 这 等 于 
dx, (Vi) dx, (¥,) -dxi(m)dxa(m)。 
在 某 种 程度 上 我 们 把 2- 形 式 dx, A dx, F] 1- 形 式 dx, 和 dx, 联系 了 起 
来 ， 但 并 不 清楚 是 怎么 联系 起 来 的 。 特 别 地 ， 乍 一 看 把 上 面 的 负 号 
变 成 正 号 好 像 更 加 讲 得 通 , 但 是 不 幸 的 是 ， 那 样 的 话 ， 不 能 正确 地 
算出 结果 。 

我 们 要 回想 几 个 关于 nn 元 置换 群 S, 的 事实 。( 在 第 11 章 中 会 有 
更 多 关于 置换 的 讨论 。) S, 的 每 个 元 素 都 按照 集 |1,2,…,n| 的 顺序 
置换 。 一 般 说 来 ，$, 的 每 个 元 素 都 可 以 被 表示 为 翻转 (或 变换 ) 的 
组 成 。 

如 果 我 们 需要 偶数 次 的 翻转 来 表达 一 个 元 ， 我 们 说 这 个 元 的 符 
号 为 0， 而 如 果 我 们 需要 奇数 次 的 翻转 来 表达 一 个 元 ， 则 符号 为 1。 
(注意 到 为 了 使 它 被 良好 地 定义 ， 我 们 需要 说 明 如 果 元 素 有 符号 0 
(1) ， 则 它 只 能 写成 偶 (a) 数 次 翻转 的 组 合 。 这 确实 是 正确 的 ， 
但 是 我 们 不 加 证 明 。) 

考虑 S,。 我 们 只 有 两 种 方式 置换 集 | 1 ,21。 我 们 或 者 把 |1,21 留 
下 ( 恒 等 置 换 )， 它 的 符号 为 0， 要 么 把 |1,21 翻转 成 12,1| ， 它 的 符 
号 为 1。 我 们 记 把 |1,2| 变 成 12,1| 的 翻转 为 (1,2)。 有 六 种 方式 置换 
三 元 的 |1,2,31 ， 因 此 Ss 中 有 六 个 元 素 。 例 如 ,把 {1,2,3| 变 为 {3， 
1,2) (这 意味 着 把 第 1 个 元 素 移 到 第 2 个 位 置 ， 第 2 个 元 素 移 到 第 3 
个 位 置 ， 而 第 3 个 元 素 移 到 第 1 个 位 置 ) 的 置换 是 翻转 (1,3 ) 和 翻转 
(1,2) 的 组 合 ， 因 为 以 |1,2,31 开 始 然后 应 用 翻转 (1,2) ， 我 们 得 到 
12;,1,3} 。 然 后 应 用 翻转 (1,3) 〈 它 只 是 交换 第 1 个 和 第 3 个 元 素 )， 
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我 们 得 到 13 ,1,21 。 
我 们 会 使 用 下 列 的 符号 规定 。 如 果 o 表示 翻转 (1,2) ， 则 我 们 说 
allj #2,0(2) =1, 
类 似 地 ， 如 果 o 表示 S, 中 元 素 (1,2) 和 (1,3) 的 组 合 ， 那 么 我 们 有 
o(1) =2,0€2)\=3,e(3) =1, 
因为 在 这 种 置换 下 1 被 送 到 2，2 被 送 到 3， 而 3 被 送 到 1, 
假设 我 们 有 一 个 -形式 和 一 个 1- 形 式 。 设 n =k+1。 我们 会 考虑 
S, 的 一 个 特殊 子 集 ，(%,7) 洗 牌 ， 其 中 所 有 元 素 oes, WEED 
a(1) <a(2) < <ol(k), 
且 
o(k+1) <a(k+2) <-+-<a(k4+l), 
因此 由 翻转 (1,3 ) 和 翻转 (1,2) 组 成 的 元 素 o 是 一 个 (2,1) 洗 牌 ， 
因为 
a(1) =2 <3 =0(2), 

ICA (k,l) GERM REA Sk, D)o BHABWA SBT 
它们 叫 作 洗 牌 的 理由 做 出 解释 。 

最 后 我 们 就 能 够 正式 地 定义 棉 积 。 

对 于 任意 的 NN， 设 A=(A1,…,Ai41) 为 一 个 Nx 
(k+l) 短 阵 。( 这 里 每 一 个 A; 表示 一 个 列 向 量 。) 设 7 为 一 个 上 形 
KR, ww 为 一 个 1- 形 式 。 定 义 
T \w(A) = > (— 1) (A Ao OCA staat) en) 


oeS(k,l) 


使 用 这 个 定义 使 我 们 看 到 R PRS -ERRER KEANU 
等 2- 形 式 。 在 R’ 中 一 个 很 长 的 计算 会 说 明 三 个 初等 1- 形 式 的 棉 积 产 
生 了 初等 3- 形式 。 
根据 定义 可 以 证 明 两 个 1- 形 式 是 反 交换 的 ， 意 思 是 
dx Ady = - dy A dxo 
一 般 来 说 ， 如 果 7 为 一 个 友 形 式 ，w 为 一 个 1- 形 式 ， 则 
TAw=( -1)"wAr, 
这 可 以 通过 根据 上 述 棉 积 的 定义 直接 计算 证 得 (尽管 这 种 证 明 方 法 
并 不 太 让 人 理解 )。 注 意 到 如 果 k 和 1 都 是 奇数 ， 就 意味 着 
rNw=(=1)wA7, 
MR k ERA, RIEA 
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tAr=(-1)rAr, 
这 种 情况 只 有 在 
tAr=0 
时 才 会 出 现 。 这 尤其 意味 着 总 有 
dx; 人 dx; =0， 
而 且 如 果 ij, 


dx; A dx, = - dx; Adx;. 
6.2.4 ”微分 -形式 和 外 导数 


这 一 节 抽 象 度 仍然 很 高 。 我 们 要 寻找 什么 是 可 以 被 积分 (这 就 
是 微分 -形式 ) 的 一 般 概念 和 导数 是 什么 (这 就 是 外 微分 ) 的 一 般 

首先 定义 微分 -形式 。 在 R" 中 ， 如 果 我 们 令 了 = li,i] 表示 
某 个 整数 列 


然后 我 们 令 
diay stg dustin 
TY GA} k-FBSK o 为 
0 = > f,dx,, 
所 有 条 能 的 ! 
其 中 每 个 f=f(xi,…,%;) 为 一 个 可 微 函 数 。 
因此 


(x, +sin(x,))dx, +x,x,dx, 
是 微分 1- 形式 的 一 个 例子 ， 而 
ext5dxl Adz, +x3dx, À dx, 
是 一 个 微分 2- 形式 。 

每 个 微分 -形式 在 R 中 的 每 个 点 处 定义 了 一 个 不 同 的 形式。 
例如 ， 微 分 1- 形式 (x, +sin (x,)) dx, +x,x,dx, 在 点 (3,0) 处 是 1- 
形式 3dx, ， 而 在 点 (4,m/2) 处 是 5dx, +2mdx,。 

为 了 定义 外 导数 ， 我 们 首先 定义 微分 0- 形 式 的 外 导数 ， 然 后 通 
过 归纳 来 定义 一 般 微 分 形式 的 外 微分 。 我 们 会 看 到 外 微分 是 从 
形式 到 (k+1)- 形 式 的 映射 

d:k- 形 式 一 (+1)- 形 式 ， 
微分 0- 形式 只 是 可 微 函 数 的 另 一 个 名 字 。 给 出 一 个 0- 形式 f(x ,…， 
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x, ) ， 它 的 外 导数 记 为 df 
LS ee 
例如 ， 如 果 f(x, ,x,) =x,x, +03, Wl 
df =x,dx, + (x, +3x;) dx. 
注意 到 了 的 梯度 与 (x, ,xi +3x2 ) 看 起 来 相似 。 我 们 会 在 下 一 节 看 到 这 
并 不 是 巧合 。 
给 定 一 个 形式 w = YY fid, 外 导数 do 为 
所 有 可 能 的 1 


dw = 2 df, 人 dtro 
所 有 可 能 的 / 


例如 ,在 R F, it 
w=fidx, + 万 dx +f,dx, 
为 某 个 1- 形式 。 则 
dw =df,dx, +df,dx, + df,dx 
(Zan san ‘ia Aar, + 
(Ba Ban, + Pax, Adr, + 


cae + Par, + Zea, Nae, 
de 
(2 2 


-2 TA an, 
区 。 Adis, 

注意 到 这 与 向 量 场 
(fA Ss) 

的 旋 度 看 起 来 相似 。 

许多 计算 的 关键 是 ; 
对 于 任意 微分 矿 形 式 的 四， 我 们 有 

d(dw) =0, 


它 的 证 明 是 本 章 结 尾 处 的 练习 之 一 ， 但 是 你 需要 用 到 “在 R" 中 微分 
的 顺序 不 重要 ”， 旧 
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还 有 dx; 人 dx, = = dx, \ dx; o 


EE 
ne 由 i 


| 


ee A os 


本 章 的 整体 目标 是 要 说 明 经 典 散 度 定理 、Green 定理 和 Stokes 定 
理 都 是 一 个 一 般 定理 的 特殊 情形 。 这 个 一 般 定理 会 用 微分 形式 的 语 
言 陈述 。 为 了 看 到 它 怎 么 得 到 上 一 章 的 定理 ,我 们 需要 把 微分 形式 
同 函 数 和 向 量 场 联系 起 来 。 在 R* 中 ,我 们 会 看 到 在 合适 的 解释 下 ， 
外 微分 会 与 梯度 、 旋 度 和 散 度 对 应 起 来 。 
设 x，y 和 zx 表示 R 的 标准 坐标 。 第 1 步 是 定义 映射 
T, :0- 形 式 一 Ri 上 的 函数 
T, :1- 形 式 一 R* 上 的 向 量 场 
7,:2- 形 式 一 R* 上 的 向 量 场 
T, :3- 形 式 一 R 上 的 函数 
我 们 会 看 到 T, T, MT, 都 有 自然 的 定义 。7, 的 定义 需要 一 些 理由 。 
上 一 节 中 ， 我 们 看 到 微分 0- 形 式 就 是 函数 。 因 此 T, 就 是 恒 等 映 
射 。 从 上 一 节 中 我 们 知道 有 三 个 初等 1- 形 式 : dx, dy 和 dz。 因此 一 
般 的 1- 形式 就 是 
w =fi(x,y,z)dx +f (x,y,2)dy +f(%,y,2) dz, 
其 中 fi, £ 和 ER 上 三 个 不 同 的 函数 。 然 后 定义 
Ti(w) =f, Af) o 
T, 的 定义 很 简单 。 我 们 知道 在 R 上 只 有 一 个 初等 3- 形 式 ， 即 dx A 
dyA 人 dz。 因此 一 般 3- 形 式 看 起 来 像 
w=f(x,y,z)dx Ady Adz, 
其 中 /是 R 上 的 函数 。 然 后 我 们 设 
T,(w) =f(%,y,z) 0 
正如 我 们 提 到 的 ，7, 的 定义 并 不 那么 简单 。 有 三 个 初等 2- 形式 : 
dx Ady, dx Adz 和 dy 人 dz。 一般 2- 形 式 看 起 来 像 
w=fi(x,y,z)dxN\dy+f(x,y,z)dx Adz +f(x,y,z)dy Adz, 
其 中 ， 正 如 预料 的 那样 , A, 和 所 是 RY 上 的 函数 。 定 义 映射 7 了 为 
Tlw) =B, -ffi)o 
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解释 这 个 定义 的 一 个 方法 就 是 它 允 许 我 们 证 明 把 外 微分 同 梯度 、 
旋 度 和 散 度 联系 起 来 时 需要 的 定理 。 另 一 种 方法 根据 对 偶 空 间 得 到 ， 
一 会 我 们 将 会 看 到 。 
我 们 想 要 证 明 
See ER L, o, 表示 一 个 形式 。 则 
T, (dw) = V(T, (wo)), 
T,(dw,) =curl(T(w,)), 


Ts(dw,) =div(T,(@,)). 

每 一 个 都 是 一 个 计算 (而 且 是 本 章 结 尾 的 一 个 练习 )。 我 们 那样 
定义 了 是 为 了 解决 上 面 的 计算 。 这 是 我 们 能 对 我 们 给 出 的 映射 7 的 
定义 做 出 解释 的 方法 之 一 。 

还 有 另 一 种 解释 我 们 那样 定义 T 的 方法 。 这 种 方法 有 点 抽象 ， 
但 是 却 更 重要 ， 因 为 它 可 以 推广 到 更 高 维 。 考 虑 及 ， 坐 标 为 xi， 
e, xo 只 有 一 种 初等 n- 形 式 ， 即 dx 人 … 人 dx,。 因 此 及 " 上 7 形式 
的 向 量 空间 人 "( 及 ") 是 一 维 的 并 且 可 以 确定 为 实数 及。 把 这 个 映射 
记 为 

T: 人"( 了 R") 一 R。 
因此 T(adx, A+ Adx,) =a, 

现在 我 们 想 看 看 人 和“*(R") 的 对 偶 空间 可 以 自然 地 确定 为 向 量 空间 
人"”“(R")。 设 w,_4 在 人 "“(R") 中 。 首 先 我 们 说 明 一 个 (n-k) - 形 
式 怎样 能 够 被 解释 为 人 *(R") 上 的 一 个 线性 映射 。 如 果 w, 是 任意 k- 
BR, 定义 

w,_,(@,) =T(w,_,A\@,). 

可 以 直接 计算 这 是 一 个 线性 映射 。 根 据 第 1 章 我 们 知道 对 偶 空间 与 
原始 空间 有 相同 的 维 数 。 通 过 直接 的 计算 ， 我 们 也 知道 人 (及 ") 和 
AER) 的 维 数 相 同 。 因 此 人 "下 (了 R") 是 人 (有 R") 的 对 偶 空 间 。 

现在 考虑 向 量 空间 人 !: (Rê), CH ARKA dx, dy 和 dz。 那么 
它 的 对 偶 为 人 ?( 及 ? ) 。 作 为 一 个 对 偶 向 量 空间 ， 自 然 基 的 一 个 元 素 是 
把 人 !( 有 R" ) 的 基 向 量 之 一 变 成 1， 而 把 另 一 个 基 向 量变 成 0 的 基 。 因 
此 考虑 到 人 ?*( 了 及 ) 是 一 个 对 偶 向 量 空 间 ， 它 的 自然 基 是 dy 人 dz (这 
与 1- 形式 dx 相对 应 ， 因 为 dy 人 dz 人 Adx =1 .dzAdyAdz)，-dzAdz 
(这 与 dy HM) 和 dx 八 dy (这 与 dz 对 应 )。 则 把 dx 确定 为 行 向 量 
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(1,0,0), dy # (0, 1, 0), dz 为 (0,0,1)， 我 们 会 看 到 dy Adz 应 
该 被 确定 为 (1,0,0)，-dxA 人 dz 为 (0, -1,0)，dx 作 dy 为 (0,0,1)。 
则 2- 形 式 


w =f,dx Ady +f,dx A dz +f,dy A dz 
确实 应 该 被 确定 为 ( 户 , -fif\), MERA, 被 定义 的 方式 。 


虽然 在 某 种 程度 上 ， 流 形 是 一 些 最 自然 出 现 的 几何 体 ， 但 是 要 
给 出 它 的 正确 定义 ， 仍 需要 花 一 些 时 间 和 心思 。 在 本 质 上 , k ARE 
是 在 任意 点 的 一 个 邻 域 中 看 起 来 像 RY 中 的 一 个 球 的 任意 拓扑 空间 。 
我 们 首先 会 关心 位 于 R" 中 的 流 形 。 对 于 这 种 流 形 ， 我 们 给 出 两 种 等 
价 定 义 : 参数 化 版 本 和 隐 式 版 本 。 对 于 每 个 版 本 ， 我 们 都 会 仔细 地 
说 明 R 中 的 单位 圆 5' 是 一 个 一 维 流 形 。( 当然 如 果 我 们 只 对 圆 感 兴 
趣 ， 我 们 就 不 需要 这 么 多 的 定义 。 我 们 只 是 用 圆 去 得 到 定义 的 正确 
性 的 一 个 感觉 。) 然后 我 们 会 定义 一 个 抽象 的 流 形 ， 一 种 不 需要 根据 
R” 定义 的 几何 体 。 

再 一 次 考虑 圆 $ 。 在 任意 点 PeS' 附近 圆 看 起 来 像 一 个 区 间 
(不 可 否认 是 一 个 弯曲 的 区 间 )。 以 类 似 的 方式 ， 我们 想 让 我 们 的 定 
义 满足 R 中 的 单位 球 S? 是 一 个 二 维 流 形 ， 因 为 在 任 一 点 pe S 附 
近 ， 球 看 起 来 像 个 圆 盘 (尽管 又 一 次 看 起 来 更 像 个 弯曲 的 圆 盘 ) 。 我 
们 想 从 我 们 对 于 流 形 的 定义 中 排除 包含 没有 良好 定义 切 空间 概念 的 
点 的 几何 体 ， 例 如 它 在 p 点 处 的 切线 有 问题 ,还 有 圆锥 它 在 定点 p 
处 的 切面 有 问题 。 作 为 一 个 说 明 ， 我 们 在 这 部 分 中 会 令 M 表示 一 个 
第 二 可 数 的 Hausdorff 空间 。 

MF k<n, 大 维 参数 化 映射 是 任意 可 微 映 射 


92( 了 及 * 中 的 球 ) 一 R"， 
使 得 在 每 点 处 的 Jacobi 矩阵 的 秩 正 是 k。 在 局 部 坐标 中 ， 如 果 u,， 
=, u, Æ RKR, o hn ARR p, =, p, 描述 (Bl gy 


= (gi,…,9,) )， 我 们 要 求 在 所 有 点 处 的 n xk Jacobi 矩阵 
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dp, ay 
ðu, ðu, 
Do = : 
a OP 
Ou, Ou;, 


都 有 一 个 可 逆 的 kxk 子 矩阵 。 

(参数 化 流 形 ) R" 中 的 Hausdorff 拓扑 空间 M 是 
Ak ERB, RITR 中 的 每 一 点 PEM， 在 及 " 中 存在 一 个 开 
KU 包含 点 p 和 一 个 参数 化 的 映射 p 使 得 

gp( 及 * 中 的 球 ) =MNU, 
考虑 圆 S! 。 在 点 p= (1,0) 处 ， 一 个 参数 化 映射 为 
g(u) =(V1-u’,u), 
而 在 点 (0,1) 处 ， 一 个 参数 化 映射 为 
g(u) =(u,V1-u'), 

给 定 参数 ， 在 第 5 节 中 我 们 会 看 到 很 容易 找到 流 形 的 切 空间 的 
一 个 基 。 更 准确 地 说 ， 切 空间 是 由 Jacobi 矩阵 Dp 的 列 组 成 的 。 这 确 
实 是 使 用 参数 定义 流 形 的 计算 优势 之 一 。 

另 一 个 方法 是 把 流 形 定义 为 R* 上 一 个 函数 集 的 零 位 点 。 这 里 的 
定义 实际 上 给 出 的 是 法 向 量 。 

Peay (ARRE) R 中 的 集 M 是 一 个 大 维 流 形 ， 如 
果 对 于 任意 点 peM， 存 在 一 个 包含 p 的 开 集 U 和 (n-k) 个 可 微 函 
BLP, ，…，p，-4 使 得 

1.MNU=(p, =0) NN (pr =0); 

2. E MOU 的 所 有 点 处 ， 梯度 向 量 

Vp Vy 


是 线性 无 关 的 。 
可 以 证 明 法 向 量 就 是 不 同 的 Vpi。 
ZAF, HARA SS, BAZARA 
S =| (x,y) la’ +y -1=0|。 
这 里 我 们 有 p=x* +y-1, BA 
V(x +y -1) =(2x,2y) 
永远 不 会 是 零 向 量 ， 所 以 我 们 证 完了 。 
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这 两 个 定义 是 等 价 的 ， 正 如 在 隐 函 数 定理 的 一 节 中 讨论 的 那样 。 
但 是 这 两 个 定义 都 依赖 于 我 们 的 M EE R 中 。 它 们 都 严格 地 使 用 
了 这 个 在 R" 中 的 性 质 。 还 有 一 些 情况 ， 就 是 我 们 想 要 在 看 起 来 不 自 
然 地 位 于 R" 的 点 集 上 做 微 积分 运算 。 在 历史 上 这 在 爱 因 斯 坦 的 广义 
相对 论 中 首次 被 强调 ， 在 广义 相对 论 中 宇宙 本 身 被 描述 为 一 个 既 不 
是 R 也 不 以 任何 自然 的 方式 位 于 更 高 维 的 R" 中 的 四 维 流 形 。 据 说 ， 
爱 因 斯 坦 对 数学 家 已 经 建立 了 他 所 需 的 整套 数学 机 制 感到 很 惊讶 。 
这 里 我 们 的 目标 是 给 出 一 个 抽象 流 形 的 定义 ， 然 后 再 一 次 说 明 S 是 
一 个 流 形 。 我 们 会 用 已 知 的 函数 f:R" 一 R" 可 微 的 含义 贯穿 始终 。 

( 流 形 ) 一 个 第 二 可 数 拓扑 空间 MM 是 一 个 nn 维 流 
形 ， 如 果 存 在 一 个 开 履 盖 (U,) 使 得 对 于 每 个 开 集 U, 我们 有 一 个 
连续 映射 

P:R" PHARU, 
是 一 对 一 的 到 上 了 映射， 而 且 使 得 映射 
Pa ps:95 (UNUs) pa (U NU;) 

是 可 微 的 。 


R" 中 的 开 球 R" 中 的 开 球 


注意 到 gg (UNU) F pa (UNU RAR 中 的 开 集 ， 因 此 我 们 确 
实 知道 pr ps 可 微 的 含义 ， 这 在 第 3 章 中 已 经 讨论 过 了 。 其 思想 是 
我 们 想 去 用 R" 中 相对 应 的 开 球 来 确定 M 中 的 每 个 开 集 U.o FE, 
PR ax, e, a 是 及 "的 坐标 ， 我 们 就 能 把 U, 中 的 每 个 点 p 标记 为 
由 zi(p) 给 出 的 于 元 向 量 。 通 常人 们 只 是 说 我 们 已 经 为 U, 选择 了 
一 个 坐标 系 ， 而 且 把 它 确定 为 及 " 的 坐标 x ，…，%,。 这 个 定义 鼓励 
数学 家 认定 流 形 在 局 部 上 每 一 点 的 周围 都 看 起 来 像 R" 中 的 开 球 。 
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现在 来 说 明 S 满足 这 个 流 形 的 定义 。 我 们 会 找到 一 个 由 4 个 开 
集 组 成 的 S! 的 开 履 盖 ， 每 一 个 都 写成 相应 的 映射 wj， 然后 会 看 到 
gi'92 可 微 。( 说 明 其 他 的 p'o 可 微 的 方法 类 似 。) 


pa 
oe 


U, ={ (x,y) €S'lx>0}, 
g,:(-1,1)-U, 


¢,(u) =( V1 -vw ,u). 
这 里 ( -1,1) 表 示 开 区 间 |xl -1<x<1|。 类 似 地 , + 
U,=|(x,y) €S'ly>0}, 
U, =| (x,y) esS!' lx <0}, 
U, =|(x,y)esS'ly<0}, 


p (u) =(u, V1 -u’) 
g3(u) =( - V1 -u’,u) 
g,(u) =(u,- V1 -u’), 
现在 证 明 在 适当 的 定义 域 上 gi'g, 可 微 。 我 们 有 
pr pu) =9,;'(u, V1 -u = V1-u, 
这 在 -1 <u<l 时 确实 是 可 微 的 。( 其 他 验证 一 样 简单 。) 
现在 我 们 可 以 讨论 流 形 上 函数 可 微 的 含义 了 。 我 们 将 再 一 次 把 
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定义 归结 为 对 关于 从 R" 到 及 的 函数 的 可 微 性 的 陈述 。 
eames LAM LHR 是 可 徽 的 ， 如 果 对 于 一 
MARE (U,) 和 映射 p,:R" PHAROU,, LF BRK 
po:R" 中 的 开 球 一 了 


是 可 微 的 。 

在 流 形 的 抽象 定义 中 仍然 有 一 个 困难 。 这 个 定义 依赖 于 M 的 开 
覆盖 的 存在 。 考 虑 圆 $ 的 开 履 盖 。 当 然 还 有 很 多 其 他 的 开 覆 盖 可 以 
ES 上 放置 一 个 流 形 结构 ， 如 


但 仍然 是 相同 的 圆 。 我 们 怎样 才能 确定 这 些 在 圆 上 放置 一 个 流 形 
结构 的 不 同 的 方式 呢 ? 我 们 需要 找到 流 形 之 间 等 价 性 的 一 个 自然 
概念 〈 正 如 我 们 将 会 看 到 的 ， 我 们 把 这 种 等 价 性 称 为 两 个 流 形 是 
微分 同 胚 的 ) 。 在 给 出 定义 之 前 ， 我 们 需要 定义 在 两 个 流 形 之 间 有 
可 微 映射 的 含义 。 对 于 符号 ， 设 W 为 一 个 有 开 覆 盖 (U。) 的 m 维 
流 形 和 相应 的 映射 oa, NADERE (Va) Wn SERIA 
相应 的 映射 n,。 

设 广 1M 一 N 为 一 个 从 用 到 NN 的 映射 。 设 peM， 
U, 为 一 个 包含 p 的 开 集 。 设 gqg=f(p) 并 且 假 设 Vs 是 一 个 包含 q 的 
开 集 。 则 f 在 p 处 可 微 ， 如 果 映 射 ng'。 fom, ÆR" P% o(p) 
的 一 个 邻 域 中 可 微 。 映 射 / 是 可 微 的 ， 如 果 它 在 所 有 点 处 都 
可 微 。 

现在 我 们 就 可 以 定义 等 价 的 概念 了 。 

两 个 流 形 M Fo N 是 微分 同 胚 的 ， 如 果 存 在 一 个 映 
射 f:M 一 N， 它 是 一 个 可 微 的 一 对 一 到 上 映射 而 且 它 的 逆 映 射 °' 也 
是 可 微 的 。 

最 后 ， 通 过 用 连续 函数 、 解 析 函 数 等 来 替换 不 同 函数 可 微 的 要 
求 ， 我 们 可 以 定义 连续 流 形 、 解 析 流 形 ， 等 等 。 
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在 说 明 怎 么 对 微分 -形式 沿 一 个 & 维 流 形 进 行 积分 之 前 ， 我们 
必须 要 解决 定向 性 的 完全 混乱 的 问题 。 但 是 在 我 们 定义 定向 性 之 前 ， 
我 们 必须 要 定义 流 形 的 切 空间 。 如 果 我 们 用 流 形 的 隐 式 或 参数 定义 
将 是 很 简单 的 。 抽 象 流 形 的 定义 要 复杂 得 多 (但 就 像 大 多 数 好 的 抽 
象 定义 一 样 ， 它 最 终 是 考虑 切 向 量 的 正确 方式 ) 。 


6.5.1 隐 式 和 参数 化 流 形 的 切 空间 


设计 是 R" 上 一 个 隐 式 定义 的 维 流 形 。 然 后 根据 定义 ， 对 于 每 
个 点 pe MM， 存 在 一 个 包含 p 的 开 集 U 和 定义 在 U 上 的 (n -k) 个 实 
值 函 数 p ，…，p,_, 使 得 

(p, =0) N- (Pa =0) =MNU, 
ABA geMOUA, He 
Vp1(q),**, WOn-u (9) 
是 线性 无 关 的 。 我 们 有 
在 点 pp 处 M 的 法 空间 N,(M) 是 由 向 量 

Vpi(pP)，…，Vp, tp) 

组 成 的 向 量 空间 。 在 点 p 处 流 形 M 的 切 空间 也 (M) 由 及 " PRA 
直 于 每 个 法 向 量 的 向 量 组 成 。 

wRr, +, x, AR 的 标准 坐标 ， 我 们 有 
ME v=(v,,-+,v,) EWE T, (M) 中 ， 如 果 对 
于 所 有 的 i=1,… 色 -大 ， 我们 有 


n op. 
0 =-， Wi(p) = $ PP, 


以 参数 形式 定义 的 流 形 的 切 空间 的 定义 一 样 简单 。 这 里 参数 化 映射 
的 Jacobi 矩阵 是 关键 。 设 是 及 " 中 的 一 个 流 形 ， 有 参数 化 映射 
9:(R" 中 的 球 ) 一 R" 
Bn ARA 
P= (G1 5°° Pn) 
给 出 。g 的 Jacobi 2 n xk 4E 
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yn Mt 
Ou, Ou, 
Dp=| : 
dP, Op， 
Ou, Ou, 


在 点 p 处 流 形 M 的 切 空间 T, (M) 由 矩阵 Dy 的 列 
向 量 生成 。 
这 两 个 定义 的 等 价 性 当然 可 以 被 证 明 。 


6. 5.2 抽象 流 形 的 切 空间 


隐 式 和 参数 化 定义 的 流 形 都 位 于 一 个 环绕 的 R" 中 ， 这 使 得 它 
含有 自然 的 向 量 空间 结构 。 尤 其 是 在 R" 中 有 一 个 向 量 垂 直 的 自然 
定义 。 我 们 使 用 这 个 环绕 空间 去 定义 切 空间 。 不 幸 的 是 ， 对 于 抽 
象 流 形 没 有 这 样 的 环绕 的 R" 存在 。 我 们 知道 的 是 实 值 函 数 可 微 的 
含义 。 

在 微 积分 中 ,我 们 了 解 到 微分 既是 找到 切线 ， 也 是 计算 函数 变 
化 率 的 工具 。 这 里 我 们 专注 于 导数 作为 变化 率 。 考 虑 三 维 空间 R , 


有 三 个 偏 导数 总 ， 攻 和 关 。 每 一 个 都 对 应 RP 的 一 个 切 方向 ， 而 且 每 
一 个 都 给 出 了 一 种 度量 函数 /(*,y,z) 变化 有 多 快 的 方法 ， 即 六 =/ 在 


x 方 向 变化 有 多 快 ， 风 -ft y HARRER, L =/ 在 :方向 变化 


有 多 快 。 

这 就 是 我 们 怎样 定义 抽象 流 形 的 切 空 间 的 方式 ， 就 像 函 数 的 变 
化 率 。 我 们 会 抽象 出 导数 的 代数 性 质 〈 即 它们 是 线性 的 ， 而 且 满 足 
Leibniz 法 则 ) 。 

但 是 我 们 再 仔细 地 看 看 M 上 的 可 微 函 数 。 如 果 我 们 想 取 函数 
Ep 点 的 导数 ,我 们 想 让 它 度 量 f 在 p 点 处 的 变化 率 。 这 应 该 只 与 f 
E p 点 附近 的 值 有 关 ， 与 离 p 点 远 的 了 的 值 应 该 是 无 关 的 。 这 就 是 下 
列 等 价 关 系 背后 的 动因 。 设 (f, U0) 表示 M 上 的 一 个 包含 p 点 的 开 集 
和 定义 在 VU 上 的 一 个 可 微 浮 数 f。 我 们 会 说 

(f,U) ~(g,V), 
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如 果 在 开 集 UNV 上 我 们 有 f=g。 这 使 得 我 们 定义 
cr ={(,U)|7~ 

我 们 会 经 常用 符号 把 CT MATER f 空间 C” 是 一 个 向 量 
空间 ,而 且 具 有 在 点 p 附近 函数 的 性 质 。 (由 于 数学 文化 的 原因 ， 
Ce 是 簇 的 起 源 的 一 个 例子 ， 这 种 情况 是 可 微 函数 簇 。) 

切 空间 T, (MAMAR 

v(a) =folg) +w) 
的 线性 映射 
v:C» >C; 

和 空间 。 

为 了 完成 这 个 理论 ， 我 们 还 需要 证 明 这 个 定义 与 其 他 两 个 一 致 ， 
这 个 我 们 留 为 课 后 练习 。 


6.5.3 向 量 空间 的 定向 


我 们 的 目标 是 看 到 对 于 任意 给 定 的 向 量 空 间 了 有 两 种 可 能 的 定 
向 。 我 们 的 方法 是 在 了 的 可 能 的 基 上 建立 一 个 等 价 关 系 ， 然 后 发 现 
只 有 两 个 等 价 类 ， 我 们 称 每 一 个 为 一 个 定向 。 
v, =, n Aw, =, w, 为 了 的 两 个 基 。 则 存在 唯一 的 实数 
aj,i,j =1,…,n 使 得 
W, 三 QIIVYI 十 "… 十 QIlnyn 
W =a 十 "… 十 Qinyno 
id nxn FARE (a;) 为 4。 那 么 我 们 知道 det(4) 40, WR det(A) > 
0, 我 们 说 基 wm ，…， Mw, e, w, 有 相同 的 定向 ， 如 果 det(A) 
<0， 那 么 我 们 说 这 两 个 基 有 相反 的 定向 。 这 可 以 通过 和 矩阵 乘法 
证 明 。 
有 相同 的 定向 是 向 量 空间 的 基 的 集合 上 的 一 个 等 
价 美 系 。 
直观 上 两 个 基 v, e, n Aw, =, w 应 该 有 相同 的 定向 ， 如 
果 我 们 可 以 把 基 v, e, v, 连续 地 移动 到 w ，…，w,,， 使 得 在 每 一 
步 我 们 仍然 有 一 个 基 。 在 R? 的 图 中 ， 基 {(0,1) ,(1,0)} 和 {(1,1)， 
( -1,1)|} 有 相同 的 定向 ,但 是 不 同 于 基 | ( -1,0),(0,1)}. 


微分 形式 和 Stokes 定理 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


ws -1D 
v=(0,1) ~ 人 A 


相同 的 定向 
Vi=(1.0) 
不 同 的 定向 v=(0,1) 
vı=(-1,0) 
选择 向 量 空间 的 一 个 定向 意味 着 选择 两 个 可 能 的 定向 之 一 ， 即 


某 个 基 。 
6.5.4 流 形 和 它 的 边界 的 定向 


如 果 对 每 个 切 空间 T, (M) 我们 都 能 选择 一 个 平滑 变化 的 方向 ， 
则 流 形 WM 有 一 个 定向 。 我 们 忽略 专业 术语 “平滑 变化 ”的 含义 ， 思 
路 是 我 们 能 够 以 一 种 平滑 的 方式 在 流行 M 中 从 一 点 到 另 一 点 移动 我 
们 的 基 。 
现在 设 X° 为 我 们 的 可 定向 流 形 M 中 的 一 个 开 连 通 集 ， 使 得 如 果 
X RRX 的 闭 包 ， 那 么 边界 OX =X -X 是 一 个 维 数 比 M 小 1 的 平滑 
流 形 。 例 如 ， 如 果 M =R?，X?" 的 一 个 例子 就 是 单位 开 圆 盘 
D={(x,y) lx +y <1}. 
TW D 的 边界 是 单位 圆 
S =| (x,y) le +y =1}, 


S'=aD 


它 是 一 个 一 维 流 形 。 开 集 X 继承 了 流 形 M 的 定向 。 我 们 的 目标 是 说 
明 边 界 aX 有 一 个 规范 定向 。 设 psa(X) 。 因 为 5(X) 的 维 数 比 戏 小 1， 
所 以 点 p 的 法 空间 的 维 数 为 1。 选择 一 个 指出 X 而 不 是 指 进 X 的 法 方 
Hn MEn 5 a(X)iER, 是 路 的 一 个 切 向 量 。 选 择 7,(9(X) ) 的 一 
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DÆ v, e, Vy,_1， 所 以 项 ，y ，…，V_1 与 M 的 定向 一 致 。 可 以 

WEB 7, (0(X) ) 中 所 有 这 样 选 出 的 基 都 有 相同 的 定向 ， 因 此 向 量 v, 

…，y,_1 的 选择 决定 了 边界 流 形 (X) 上 的 一 个 定向 。 RR 
例如 , 设 人 MM=R 。 ER 的 每 一 点 ， 选 择 基 | (1,0),(0,1)|。 


对 于 单位 圆 5S' ， 在 每 点 p = (x,y) 处 ， 向 外 指出 的 法 向 量 就 是 向 量 一 = 
(x,y). WDE -y,x) 会 给 我 们 R* 中 一 个 与 所 给 出 的 向 量 有 相同 
定向 的 基 。 因 此 对 于 边界 流 形 我 们 有 一 个 自然 定向 选择 。 


这 部 分 的 目标 是 弄 明白 符号 的 意义 。 其 中 M 是 一 个 大 维 流 形 ， 
w FE | o ， 一 个 微分 二 形式 。 因 此 我 们 (最终) 想 要 说 明 微分 大 形 


式 是 可 以 沿 % 维 流 形 进行 积分 运算 的 。 方 法 是 把 所 有 的 计算 归结 为 
HE R 上 的 多 重 积分 ， 其 做 法 是 已 知 的。 

我 们 首先 会 仔细 看 R 上 的 1- 形 式 的 情况 。 我 们 的 流 形 是 1 维 
的 ， 因 此 是 曲线 。 设 C 为 平面 R* 上 的 一 条 曲线 ， 是 由 满足 

o(u) =(x(u),y(u) ) 
的 映射 
o:[a,b]—R?’ 

参数 表示 的 。 如 果 f(x,y) 是 定义 在 R* 上 的 一 个 连续 函数 ， 则 定义 路 


径 积 分 [f(x,y) ax 的 公式 为 
C 
Np) dr = | Fatu) yu) Bau, 
注意 到 第 二 个 积分 就 是 一 个 在 实数 轴 的 一 个 区 间 上 的 单 变量 积 
分 。 同 样 地 ， 符 号 |/(x,y)dy 可 以 表示 为 
[reddy = [fa(u) yu) Zdu, 


使 用 链 式 法 则 ， 可 以 检验 [A(x,y) dx 与 /x,y) dy 的 值 与 参数 的 选择 


c c 
无 关 。 这 两 个 式 子 都 高 度 暗示 着 至 少 形式 上 f(x,y) dx 5 f(x,y) dy 5 
平面 上 R 的 微分 1- 形 式 看 起 来 很 像 。 考 虑 参数 化 映射 r(v) 的 Jaco- 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 
bi 矩阵 ， 它 是 一 个 2 xl 矩阵 


dx/du 
Do -=( jr 
dy/du 


i f(x,y) dx 和 f(x,y)dy 为 1- 形 式 ， 根 据 定义 在 e(v) 的 每 点 我 们 有 


dx/d 
fly) de( Do) sfa) ae (27D) =A r 


和 
dx/ du 


ial =f(x(u) y(u)) 2, 


fx,y)dy(Do) =flx,y)dy(( 


因此 ， 我 们 可 以 把 积分 (f(x,y) dx 和 [f(x,y dy 写成 


frexy)de = [f(s7) dx Dor du 
和 
[ayd = Ax) dy Da) du. 


这 暗示 了 怎么 定义 一 般 的 jw。 我 们 会 用 到 上 形式 o, AER n xk 
矩阵 变 成 一 个 实数 。 我 们 会 用 参数 表示 流 形 M 取 参 数 化 映射 的 Jaco- 
bi REH w, 
MAR 中 的 一 个 大 维 定向 可 微 流 形 ， 使 得 存 
在 一 个 参数 化 的 一 对 一 到 上 映射 
¢:BM, 
AP BATER 中 的 单位 球 。 进一步 假 设 参 数 化 映射 与 流 形 MM 的 定 
向 一 致 。 设 四 为 R" 上 的 一 个 可 微 太 形式 。 则 
fo = [o(De) du, -dus 
通过 一 个 链 式 法 则 计算 ， 我 们 可 以 证 明 | w 是 被 良好 定义 的 。 
引 理 6. 6. 1 
向 ， 我 们 有 
J po( De, )du,+--du, =| ,@(De,) du, ---du, 
因此 | o 与 参数 化 无 关 。 


BR k BRIG M 的 两 个 保持 参数 化 pl Fo gp, 的 定 
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现在 我 们 知道 对 于 一 个 从 及 * 中 的 一 个 球 出 发 的 一 对 一 映射 的 图 
像 的 流 形 | o 是 什么 含义 了 。 并 不 是 所 有 的 流 形 都 可 以 被 描述 为 一 
个 单 参数 映射 的 图 像 。 例 如 ，R? 中 的 单位 球 $ 至 少 需 要 两 个 这 样 的 
映射 (主要 是 为 了 覆盖 北极 和 南极 )。 但 是 我 们 (JLF) 能 通过 一 
个 非 重 秋 参数 的 可 数 集 覆 盖 一 个 合理 的 定向 流 形 。 更 准确 地 说 ,我 
们 能 够 找到 M PAAR SIP SRR | U, | 使 得 对 于 每 个 a 存在 一 个 保持 
映射 

.:B-U, 

的 参数 化 映射 ， 并 使 得 空间 M - UU, 的 维 数 严格 小 于 ko 那么 对 于 
任意 微分 大 形式 ， 我 们 令 


fo = È f o 
当然 ， 这 个 定理 好 像 依赖 于 我 们 对 开 集 的 选择 ， 但 是 我 们 可 以 
(尽管 我 们 不 去 ) 证 明 
人 @ 的 值 与 集 1U,| 的 选择 无 关 。 


虽然 在 实际 中 上 述 和 可 能 是 无 穷 的 ， 在 这 种 情况 下 收敛 问题 就 
出 现 了 ， 但 实际 上 这 个 问题 很 少 出 现 。 


Ps Raia a ORE WISER aT aT iy tog n 
£ f le ‘ yor 
6.7 & ; 人 


现在 我 们 来 到 本 章 的 目标 。 

(Stokes 定理 ) KRM ZR" 中 的 一 个 有 边界 om 
的 定向 大 维 流 形 ，gM 是 一 个 由 的 定向 诱导 的 带 有 定向 的 平滑 
(上 -1) 维 流 形 。 设 四 是 一 个 微分 (k-1) -形式 。 则 


[deo = fo 


这 是 一 个 对 直观 做 定量 的 版 本 。 
边界 上 函数 的 平均 值 = 内 部 导数 的 平均 值 。 这 个 定理 包括 散 度 
E, Green 定理 和 向 量 微 积 分 的 Stokes 定理 等 经 典 结论 的 特殊 
情况 。 
我 们 只 会 明确 地 证 明 在 M 是 R 中 的 单位 立方 体 ， 且 当 
w =f(x,,°°*,%,) dx, A Adz, 


pita se aia 
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Sp 


的 情况 下 的 Stokes 定理 。 在 证 明 这 种 特殊 情形 之 后 ， 我 们 会 简 述 一 
般 情 形 下 证 明 的 主要 思想 。 
在 单位 立方 体 情 况 下 的 证 明 这 里 
M=]| (x 和 )1 对 于 每 个 区 0 友和 过 1 。 
这 个 立方 体 的 边界 OM h REP 2k 个 单位 立方 体 组 成 。 我 们 关心 两 
个 边界 组 成 
S, ={(0,%,,°"*,%,) EM} 
和 
S =| (1,2,2) EM} 
对 于 w=f(xi a) de, A Adr, RIA 


do = F, Lax, A dx, A = A dey 


ð 
à ir Wide, RATA ee, 


因为 总 有 dx, \ dx; =0。 
现在 计算 dw 沿 单位 立方 体 M 的 积分 。 我 们 选择 保持 参数 化 映 
射 作为 恒 等 映射 的 定向 ， 则 


| do = [=f See, 

M o J x, 

根据 微 积分 基本 定理 我 们 可 以 计算 第 一 个 积分 ， 得 到 

[do = [ [AO eee sag) deg dy - fo [1a a) dey dey 


现在 来 看 积分 | wo 因为 w = fx, sm) dx A 人 dx， 所 以 沿边 界 


积分 的 唯一 的 不 是 0 的 部 分 就 是 S, 和 S,， 它 们 都 是 R 中 的 单位 立 
IE, HERH x, ，…，x 给 出 。 尽 管 如 此 ， 它 们 有 相反 的 定向 。( 这 
可 以 在 履 是 平面 上 的 正方 形 的 例子 中 看 到 。 这 样 5, 就 是 正方 形 的 底 
部 ， 而 S, 是 正方 形 的 顶部 。 注 意 怎样 做 到 由 正方 形 的 定向 诱导 出 的 
S, FI S, 的 定向 确实 是 相反 的 。) 

则 


@= w+ fo 
oM Si So 


= [+f — f(O x3," 5%, ) dy dy + fo fl sss) dade, 
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我 们 刚刚 证 明了 (ER) 等 于 |do, 这 正 是 我 们 希望 得 出 的 结 


$. oO 

现在 简 述 对 于 R" 中 的 流 形 M 的 一 种 错误 的 一 般 证 明 。 我 们 会 
使 用 到 上 述 对 于 单位 立方 体 的 论断 ， 它 可 以 以 一 种 类 似 的 方式 用 到 
任何 立方 体 中 。 而 且 ， 任 何 一 般 的 微分 (hk -1) -形式 看 起 来 为 

aS Y fide, 

其 中 每 个 [是 一 个 来 自 (1,…,) 的 大 -1 元 数组 。 

把 M 分 成 许多 小 立方 体 。 相 邻 的 立方 体 的 边界 会 有 相反 的 定向 。 
则 


fdo = 所 有 | dw 的 和 


小 立方 体 


= 所 有 w 的 和 


9 小 立方 体 


~| wo。 
a(l M) 


最 后 的 约 等 式 是 因为 立方 体 相 邻 的 边界 有 相反 的 定向 ， 它 们 会 
相互 抵消 。 剩 下 的 唯一 的 边界 部 分 是 那些 顶 着 M 的 边界 。 最 后 一 步 
说 明 随 着 我 们 取 越 来 越 小 的 立方 体 ， 我 们 可 以 用 等 式 代 替 上 面 的 约 
等 式 。 

必须 要 注意 的 是 M 不 能 被 分 成 这 些小 立方 体 的 并 集 。 要 证 明 这 
件 事 是 很 困难 的 。 


最 近 的 几 本 好 书 是 Hubbard 和 Hubbard 的 《向 量 微 积 分 、 线 性 
代数 和 微分 形式 : 一 种 统一 的 方法 》 [64] ， 它 包含 了 丰富 的 信息 ， 
把 微分 形式 放 到 经 典 向 量 微 积 分 和 线性 代数 的 语 境 中 。Spivak 的 
《 流 形 上 的 微 积 分 》[103] 对 于 很 多 人 都 是 最 好 的 教材 。 它 非常 简 
捷 (在 很 多 方面 与 在 [102] 中 Spivak 对 于 es 和 8 的 实 分 析 内 容 的 
介绍 相反 ) 。Spivak 强调 数学 工作 应 该 从 正确 的 定义 出 发 以 便于 定 
FE (尤其 是 Stokes 定理 ) 能 很 容易 地 得 出 。 尽 管 它 的 简捷 可 能 不 
是 最 好 的 介绍 。Fleming 的 《 几 个 变量 的 函数 》 [37] 也 是 一 个 很 
好 的 介绍 。 
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1. 说 明 为 什么 的 确 洗 牌 被 称 为 洗 牌 是 合理 的 ? (根据 洗 一 副 牌 
考虑 ) 。 

2. ÆR 中 , 设 dx，dy 和 dz 表示 三 个 初等 1- 形式。 使 用 攀 积 的 
定义 ,证 明 


(dx Ady) Adz = dx A (dy Adz). 
并 证 明 它 们 与 3- 形 式 dx A dy A dz 相等 。 
3. 证 明 对 于 任意 的 微分 大 形式 w， 我 们 有 
d(dw) =0。 
4. ÆR" 中, dx 和 dy 为 1- 形 式 。 证 明 
dn re i dss 
5. 证 明定 理 6. 3. 1。 
6. 证 明 本 章 中 定义 的 映射 
@,_,(@,) =T(w,_,A@,), 
T: 和 人"R" 一 RR， 提 供 了 一 个 从 AER" 到 对 偶 空间 ASR" 的 线性 
映射 。 
7. 使 用 三 个 定义 证 明 Rs 中 的 单位 球 S 是 一 个 二 维 流 形 。 
8. 考虑 有 确定 的 相反 的 边 的 矩形 
首先 说 明 它 为 什么 是 一 个 环 面 
然后 说 明 为 什么 它 是 一 个 二 维 流 形 。 
9. 本 题 的 目标 是 证 明 实 射影 空间 是 一 个 流 形 。 在 R" -0 EE 
义 等 价 关系 
Citi oa (Mey A A, 
和 A 为 任意 非 零 实数 。 定 义 实 射影 n 空间 为 
P" =R"*'-(0)/~, 
因此 在 射影 3 空间 中 ,我 们 把 (1,2,3) 确 定 为 (2,4,6) 或 ( - 10, 
-20, -30) ， 而 不 是 (2,3,1) 或 (1,2,5)。 在 P" 中 ,我 们 把 包含 (%,， 
…,%, ) 的 等 价 类 记 为 (xo:…:x,)。 因 此 PP 中 对 应 于 (1,2,3) 的 点 表 
示 为 (1 :2:3), WEP 中, 我们 有 (1:2:3)=(2:4:6) 关 (1 
D: Sya 定义 
P :及 一 已 
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为 
Silas) = Ce Se Fae), 
定义 
gı :R">P" 
为 
gilap tou) Eu 
等 等 ， 以 这 样 的 方式 定义 映射 p,。 证 明 这 些 映射 可 以 被 用 来 使 P" 成 
为 一 个 nn 维 流 形 。 


10. 证 明 本 章 的 Stokes 定理 有 这 些 特殊 情形 : 

a) 微 积分 基本 定理 ;，( 注意 到 我 们 需要 使 用 微 积分 基本 定理 去 
证 明 Stokes 定理 ， 因 此 我 们 实际 上 不 能 说 微 积 分 定理 只 是 Stokes 定 
理 的 一 个 推论 。) 

b) Green 定理 ; 

c) 散 度 定理 ; 

d) 第 5 章 的 Stokes 定理 。 


基本 对 象 ; 空间 中 的 曲线 和 曲面 


基本 目标 : 计算 曲率 


中 学 数学 大 部 分 关心 直线 和 平面 。 当 然 有 比 这 些 平面 几何 体 更 
多 的 几何 体 。 经 典 微分 几何 关心 曲线 和 曲面 在 空间 中 怎样 弯曲 和 捏 
转 。 单 词 “ 曲 率 ” 被 用 来 表示 已 经 被 发 现 的 扭转 的 不 同 测度 。 

不 幸 的 是 ， 计 算 不 同 种 类 的 曲率 的 计算 和 公式 是 相当 复杂 的 ， 
但 无 论 曲率 是 什么 ， 它 都 应 该 满足 直线 和 平面 的 曲率 必须 为 0， 而 半 
径 为 的 圆 (RER) 的 曲率 在 每 一 点 应 该 相同 ， 而 且 半径 小 的 圆 
(BER) 的 曲率 要 比 半 径 大 的 圆 (或 球 ) 的 曲率 大 〈 它 体现 了 在 地 
球 上 要 比 在 保龄球 上 更 容易 保持 平衡 的 思想 ) 。 

曲率 思想 的 第 一 次 介绍 通常 是 在 微 积分 中 。 一 阶 导数 给 出 我 们 
切线 (因此 是 线性 的 ) 的 信息 ， 而 二 阶 导数 度量 了 四 凸 性 ， 即 一 个 
曲率 型 测度 。 因 此 我 们 应 该 期 望 在 曲率 计算 中 看 到 二 阶 导数 。 


我 们 会 通过 参数 化 
r(t) =(x(t),y(t) ) 
描述 平面 曲线 。 因 此 是 一 个 映射 
r:R>R’, 


nD=(x(D), WO) 
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变量 ; 称 为 参数 (而 且 通 常 被 认为 是 时 间 ) 。 一 个 实际 的 平面 曲线 可 
以 用 很 多 不 同 的 方式 进行 参数 化 。 例 如 ， 

r,(t) =(cos(t) ,sin(t) ) 
All 

r (t) =(cos(2t) ,sin(2t) ) 
都 描述 了 单位 圆 。 曲 率 的 任何 计算 都 应 该 与 参数 化 的 选择 无 关 。 计 
算 曲 率 有 几 种 合理 的 方式 ， 所 有 方式 都 可 以 被 证 明 是 等 价 的 。 我 们 
会 采取 总 是 对 一 个 规范 参数 化 〈 弧 长 参数 化 ) 做 固定 的 方法 。 这 是 
一 个 参数 化 +:[a,b] 一 R 使 得 曲线 的 弧 长 就 是 5 -a。 因 为 弧 长 为 


[le] :Ee 


dey (2) = 
图 ds ahs 


因此 对 于 弧 长 参数 化 ， 切 向 量 的 长 度 总 是 1 
a= leaa +) =. 
回 到 曲率 的 问题 。 考 虑 直线 ， 如 右上 图 ， 注 意 到 直线 上 每 一 点 都 有 
相同 的 切线 。 

现在 考虑 圆 ， 如 右 下 图 ， 这 里 切 向 量 的 方向 是 不 断 变化 的 。 这 
就 使 人 们 产生 了 定义 曲率 的 想法 ， 即 试图 把 曲率 定义 为 切线 方向 的 
改变 的 测度 。 为 了 度量 变化 率 ， 我 们 需要 使 用 导数 。 这 就 导致 

对 于 一 个 由 弧 长 参数 化 的 平面 曲线 

r(s) = (x(s),7(s) )， 

定义 曲线 上 一 点 的 主 曲率 k 为 关于 参数 s 的 切 向 量 的 导数 的 长 


我 们 需要 


IT(s)l= 


FE, Bp 
_ |dT(s) 
wl de al? 
考虑 直线 r(s) = (as+b,cs+d)， 其 中 a, b, c, 为 常数 。 切 向 
量 为 
T(s) oe ate c) 
ds > o 


则 曲率 为 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


«= |Z] =1(0,0)1 =0, 


即 为 所 需 。 
现在 考虑 圆心 为 原点 ， 半 径 为 a 的 圆 。 一 个 弧 长 参数 化 为 


cs (lon) 


则 曲率 为 


因此 ， 曲 率 的 定义 确实 与 我 们 最 初 关 于 直线 和 圆 的 直觉 一 致 。 


在 这 里 ， 情 况 更 复杂 。 这 里 没有 能 描述 曲率 的 单个 数字 。 因 为 
我 们 对 空间 曲线 感 兴趣 ， 所 以 我 们 的 参数 化 形式 为 
r(s) =(«(s),¥(s) ,2(s))o 
在 上 一 节 中 ， 我 们 通过 假定 根据 长 度 进行 的 参数 化 来 标准 化 ， 即 


dr 


(% dy 时] 
ds| |\ds’ ds’ ds 


_ /(dxy (dry , (dey 
~ ($) (2) (F) 
=1。 

我 们 再 一 次 以 计算 切 向 量 方向 的 变化 率 开 始 。 

对 于 一 个 由 弧 长 参数 化 的 空间 曲线 

r(s) =(x(s),¥(s),2(s)), 

定义 曲线 上 一 点 的 主 曲 率 k 为 关于 参数 s 的 切 向 量 的 导数 的 长 
度 ， 即 


IPCs) Ls 
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= |e 
~ | ds [° 
k 是 描述 曲率 的 数 之 一 。 另 一 个 是 挠 率 ， 但 是 在 给 的 定义 之 前 
我 们 需要 做 一 些 预备 工作 。 
设 
lar 
= ds ° 


向 量 N 称 为 主 法 向 量 。 注 意 到 它 的 长 度 为 1。 更 重要 的 是 ， 正 如 下 
面 的 命题 说 明 的 ， 这 个 向 量 重 直 于 切 向 量 T(s)。 
Apel 7. 2. | 在 空间 曲线 的 所 有 点 上 
N-T=0, 
证 明 因为 我 们 使 用 弧 长 参数 化 ， 所 以 切 向 量 的 长 度 总 是 1， 这 
意味 着 


fe P= 
因此 
d d 
ITT) = 二 (1) =0. 
根据 乘积 法 则 我 们 有 
d dT dT dT 
Ft T) A e T=2T > p°? 
则 
dT 
T 下 =0。 


因此 向 量 了 是 和 5 Teit, EESTE EN REG, 所 
以 我 们 就 得 出 了 结 证 毕 。 


设 
B=TxN 
称 为 副 法 线 向 量 。 因 为 了 和 AN 的 长 度 都 为 1!1， 所 以 B 也 是 一 个 单位 
向 量 。 因 此 在 曲线 的 每 一 点 我 们 有 三 个 互相 垂直 的 单位 向 量 T, N 
B。 挠 率 是 一 个 与 副 法 线 向 量 B 的 变化 率 有 关 的 量 ,， 但 是 在 给 出 
它 的 定义 之 前 我 们 还 需要 一 个 命题 。 


向 量 "2 是 主 法 向 量 N HDRES, 
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证 明 我 们 会 说 明和 要 直 于 了 和 肠 ， 这 就 意味 着 时 生 一定 指 


向 相同 的 方向 。 首 先 ， 因 为 B 的 长 度 为 1， 根据 和 前 面 的 命题 相同 
的 理由 ， 只 需要 把 所 有 的 了 换 成 召 ， 我 们 就 能 得 到 


现在 


=(KNxN) +(Tx 


dN 
-( rx), 


i) 
ds 


130 


因此 9 一 定 委 直 于 向 量 T, 


空间 曲线 的 挠 率 是 数 7 使 得 

a 

ds 

我 们 现在 需要 对 这 两 个 数 的 含义 有 一 个 直观 的 理解 。 基 本 上 来 说 ， 
挠 率 度量 空间 曲线 从 一 个 平面 曲线 偏离 了 多 少 ， 而 主 曲率 度量 空间 


曲线 想 要 成 为 的 平面 曲线 的 曲率 。 考 虑 空间 曲线 r(s) =[ 3cos (+), 


-TN, 


3sin(+),5 )。 它 是 一 个 位 于 平面 a=5 上 的 半径 为 3 WM, RISA 


到 挠 率 为 0。 首先 ， 切 向 量 为 


那么 


攻 -( -全 -的 
d Se Se Pres ay" } 


则 副 法 向 量 为 
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B=TxN=(0,0,1), 

所 以 
=(0,0,0) =0 -Ns 
挠 率 确 实 为 0， 反 映 了 我 们 实际 上 是 把 一 个 平面 曲线 伪装 成 了 空间 曲 
线 的 事实 。 
现在 考虑 螺旋 
r(t) =(cos(t) ,sin(t) ,ti)。 

它 应 该 是 主 曲率 为 一 个 正常 数 的 情况 ， 因 为 曲线 想 要 变 成 一 个 圆 。 
类 似 地 ， 由 于 z 坐标 的 上 项 ， 螺 旋 不 断 地 移出 平面 。 因 此 挠 率 应 该 也 
是 一 个 非 零 常 数 。 切 向 量 


于 =( 人 
长 度 不 唯一 。 这 个 螺旋 线 的 绝 长 参数 化 为 


ret) (cos (Se)sin (1) 0), 


(cos(2),sin(?),n) 


则 单位 切 向 量 为 
T(t) =| - -i Gaja ,os 
主 曲率 K 是 向 量 
至 =( -二 mm 个 可 一 ml 
的 长 度 。 因 此 
Kae 
i) o 
那么 主 法 向 量 为 
N(t) -2 7 -( ~cos(— ), -sin (万 :jo 
副 法 向 量 为 


-Cn (z $ -es A 4). 


挠 率 了 是 向 量 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


B (Leos 41) Asin +1),0) 
de \2 5 2 > 


的 长 度 ， 因 此 


度量 切 向 量 如 何 变化 对 于 理解 空间 曲线 的 曲率 非常 有 效 。 到 曲 
面 的 一 个 可 能 的 推广 就 是 检查 切 平面 的 变化 。 因 为 平面 的 方向 由 它 
的 法 向 量 方向 决定 ， 所 以 我 们 会 通过 度量 法 向 量 的 变化 率 来 定义 曲 
率 函 数 。 例 如 ， 对 于 平面 ax +by +cz =d， 它 在 每 点 处 的 法 向 量 都 为 
(a,b,c). 

法 向 量 是 一 个 常数 。 它 的 方向 没有 变化 。 一 旦 我 们 在 适当 的 地 
方 有 了 正确 的 定义 ， 它 就 会 提供 给 我 们 直 党 上 可 信 的 想法 ， 这 是 因 
为 法 方向 不 变 ， 所 以 曲率 一 定 是 0。 

记 曲 面 为 

X=| (x,y,z) If(%,y,z) =01。 
因此 我 们 隐 式 定义 曲面 ， 而 不 是 用 参数 化 定义 。 曲 面 每 点 的 法 向 量 
是 所 定义 的 函数 的 梯度 ， 即 


因为 我 们 感 兴趣 的 是 法 向 量 的 方向 怎样 变化 而 不 是 法 向 量 的 长 度 怎 
样 变化 (因为 如 果 不 变 化 原始 曲面 ， 长 度 是 很 容易 改变 的 ) ， 我 们 通 
过 要 求 每 点 处 的 法 向 量 n 的 长 度 都 为 1 
In| =1 
来 规范 所 定义 的 函数 f。 现 在 我 们 有 下 面 自然 的 映射 。 
hare Gauss 了 映射 是 函数 
ao :X—S’, 


LPS 是 及 "中 的 单位 球 ， 函 数 or 定义 为 
o(p) =n(p) = w- (Zo) Zi) Zo), 
3 AAA Wh X ERAS BAe, Am Hy ee eae RL ME, 
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为 了 度量 法 向 量 如 何 变 化 ， 我 们 需要 求 向 量 值 函数 og 的 导数 ， 因 此 
要 看 Gauss 映射 的 Jacobi 42 tE 

do : TX—7S’, 
其 中 TX 和 7TS? 表示 各 自 的 切 平 面 。 如 果 对 于 这 两 个 向 量 空间 TX 和 
TS? 我 们 都 选择 正 交 基 ， 我 们 就 可 以 把 do 写成 一 个 2 x2 HH, WHE 
阵 十 分 重要 ， 甚 至 有 自己 的 名 字 。 

与 Gauss 映射 的 Jacobi HARA X HY 2x2 HHH 
Hesse 4# 4, 

虽然 选择 TX Fo TS 不 同 的 正 交 基 会 产生 不 同 的 Hesse HH, 12 
是 特征 值 、 迹 和 行列 式 仍然 是 常数 (因此 是 Hesse HH MARZ), 
这 些 不 变量 就 是 我 们 在 研究 曲率 时 的 焦点 所 在 。 

对 于 曲面 了，Hesse 矩阵 的 两 个 特征 值 是 主 曲率 。 
Hesse 4# #894791 X (FUT EH EH RAR) 是 Gauss 曲率 ，Hesse 
RE (等 价 于 主 曲率 的 和 ) 是 平均 曲率 。 

现在 我 们 想 知 道 怎 样 计 算 这 些 曲 率 ， 部 分 原因 是 为 了 看 看 它们 
是 否 与 我 们 直观 上 所 需要 的 东西 一 致 。 幸 运 的 是 ， 有 一 种 很 简单 的 
算法 算出 这 些 曲 率 。 以 定义 我 们 的 曲面 全 为 | (x,y,z) 1f(x,y,z) =0} 
开始 ， 使 得 在 每 点 上 法 向 量 的 长 度 都 为 1。 定义 扩展 的 Hesse HHA 

Of/dx? Pf/ðxðy a f/dxdz 
H=|Sf/axdy Pfa &f/dyd | 
Of/dxdz 8 f/dydz oF f/dx 


(注意 及 通常 没有 名 字 。) 
在 了 上 点 p 处 选 两 个 正 交 切 向 量 
ð 0 ð 
mtb a je = bie) 机 
ð ð ð 
v, =â; gth Fidi g = 642 1b2 902) 0 


正 交 意味 着 我 们 要 求 


v =a, 


aj 


vy, + ¥,=(a;,6;,¢;) b; =ð 


ij 9 


Cj 


其 中 当 ;ii 时 6 为 0， 当 i=j 时 5 为 1。 令 
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a; 
h; = (a; 4b; ,¢;) H| b, |o 
5 
则 一 个 十 分 依赖 于 链 式 法 则 的 论断 会 满足 。 
可 以 选择 坐标 系 使 得 Hesse 2H AHH HA, Att 
曲面 全 在 点 p dba) = th Be 
hy hy 
a-(," iy 
的 特征 值 ，Gauss 曲率 为 det(H), +34 HA trance( H), 
现在 我 们 可 以 计算 一 些 例 子 。 以 由 
ax +by +cz -d =0 
给 出 的 平面 不 开始 。 因 为 线性 函数 ax + by +e -d 的 所 有 二 阶 导 数 都 
为 0， 所 以 扩展 的 Hesse 矩阵 是 3 x3 零 矩 阵 ， 这 意味 着 Hesse 矩阵 是 
2x2 零 矩 阵 ， 这 就 意味 着 主 曲 率 、Gauss 曲率 和 平均 曲率 都 为 0， 即 
为 所 需 。 
现在 假设 


x= CE I (a +y +2 =r} =0} 


是 一 个 半径 为 £ 的 球 。 
法 向 量 是 单位 向 量 


且 扩 展 的 Hesse 矩阵 为 


— 0 0 
H = 0 1 0 sk 
r r 
0 o's 


然后 给 定 任意 两 个 正 交 向 量 y fov,, ANA 


z 
h; = (a;,b;,¢,) A| b, |= +, +»), 
r 


J 


£ 


因此 Hesse 4E E F Fi) xf A 4E E 


H= á aly 
A r 


; 
两 个 主 曲率 都 为 二 ， 因 此 与 考虑 球 上 的 哪个 点 无 关 ， 这 又 一 次 与 直 
党 一 致 。 
REMIT, RX AME 
X={ (2,72) |p? + r) =o}, 
因为 这 个 国 柱 与 任意 平行 于 xy 平面 的 平面 的 交集 都 是 一 个 半径 
为 的 国 ， 我 们 铺 测 主 曲率 之 一 应 该 是 国 的 曲率 ， 即 二 。 而 且 经 过 


圆柱 上 的 每 一 点 都 有 一 条 直线 平行 于 zx 轴 ， 这 就 表明 另 一 个 主 曲率 
应 该 是 0。 现 在 我 们 来 检验 这 个 猜想 。 扩 展 的 Hesse HA 


ays 
3 
TE Slr giga 
r 
0 0 0 
我 们 可 以 在 圆柱 的 每 一 点 处 选择 形式 为 
v, =(a,b,0) 
fo 
v= (0.0.1) 


的 正 交 向 量 。 则 Hesse HHA AE 


H = r 5 
0 0 


这 就 意味 着 主 曲率 之 一 确实 是 二 而 另 一 个 是 0。 


曲率 不 是 一 个 拓扑 不 变量 。 球 和 椭 球 在 拓扑 上 是 等 价 的 〈 直 观 
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上 意味 着 其 中 一 个 可 以 连续 地 变形 为 另 一 个 。 术 语 上 意味 着 存在 从 
一 个 到 男 一 个 上 的 拓扑 同 胚 )， 但 很 明显 曲率 是 不 同 的 。 但 是 我 们 不 ， 
能 大 幅度 改变 曲率 ， 更 准确 地 说 ， 如 果 我 们 使 一 点 附近 的 曲率 适当 
变 大 些 ， 它 一 定 会 在 其 他 的 点 上 补偿 回来 。 这 就 是 Causs-Bonet 定理 
的 本 质 ， 在 这 节 中 我 们 讲 的 就 是 它 。 

我 们 把 注意 力 集中 在 紧 致 的 可 定向 曲面 ， 在 拓扑 学 上 是 球 、 贺 
环 、 双 孔 圆 环 、 三 孔 圆 环 ， 等 等 。 


CS) SD 


孔 的 数量 〈 称 为 类 g) 是 已 知 的 唯一 的 拓扑 不 变量 ， 意 思 是 如 果 两 
个 曲面 有 相同 的 类 ， 它 们 在 拓扑 上 等 价 。 
( Gauss-Bonet 定理 ) Tum X, MIA 


| Gauss 曲 举 = ,27(2 - 2g), 


因此 虽然 Gauss 曲率 不 是 一 个 局 部 拓扑 不 变量 ， 但 它 在 曲面 上 的 平 
均值 是 一 个 这 样 的 不 变量 。 注 意 等 式 左边 包含 分 析 ， 而 等 式 右 边 是 
拓扑 的 。 形 式 为 
分 析 信息 = 拓扑 信息 

的 方程 遍布 于 现代 数学 中 ， 在 20 世纪 60 年 代 中 期 的 Atiyah-Singer 指 
数 公式 达到 使 用 高 峰 。 到 现在 为 止 ， 人 们 认为 如 果 你 有 一 个 局 部 的 
微分 不 变量 ， 就 应 该 存在 一 个 对 应 的 全 局 拓扑 不 变量 。 主 要 工作 在 
寻找 对 应 中 。 


关于 本 章 的 教材 非常 多 。 部 分 是 因为 曲线 和 曲面 的 微分 几何 根 


植 于 19 世纪 ， 而 更 高 维 的 微分 几何 通常 在 20 世纪 才 发 展 得 更 好 。 
很 长 时 间 内 都 很 受 欢 迎 的 三 本 书 是 do Carmo [29], Millman 和 Par- 
ker [85] 和 O'Neil [91], Henderson [56] 是 最 近 的 一 本 强调 几何 
直观 的 创新 教材 。Alfred Gray [48] 写 了 一 本 建立 在 Mathematica 基 
础 上 的 很 长 的 书 。 这 是 一 本 了 解 如 何 进行 实际 计算 的 优秀 教材 。 
Thorpe 的 教材 [111] 也 很 有 趣 。 

Mcleary 的 《来 自 微分 观点 的 几何 》[84] 中 有 很 多 材料 ， 这 
是 它 被 列 在 公理 化 几何 的 章节 中 的 原因 。Morgan 写 了 一 本 简短 易 
读 的 黎 曼 几何 介绍 [86], BAILAAR AM, Spivak 的 五 卷 
[102] 令 人 印象 深刻 ， 第 一 卷 是 一 个 可 靠 的 介绍 。20 世纪 60 年 
ARAN 20 世纪 70 年 代 的 权威 是 Kobayashi 和 Nomizu 的 《微分 几何 
基础 》[74]。 尽 管 其 淡出 时 代 ， 我 仍然 要 建议 所 有 初学 微分 几 
何 的 人 好 好 研究 这 两 卷 书 ， 而 不 是 将 其 作为 一 个 介绍 性 教材 去 
阅读 。 


1. 设 C 是 由 r(t) = (x(t) ,y(t)) 给 出 的 平面 曲线 。 证 明 在 任意 
点 的 曲率 为 


wi yn! 
K ((«')? +(y')?)*? 9 

(注意 参数 化 r(i) 不 一定 是 弧 长 参数 化 。) 

2. 设 C 是 由 y=f(%) 给 出 的 平面 曲线 。 证 明 点 p = (%o,%o) 是 一 
个 拐点 当 且 仅 当 它 在 p 点 的 曲率 为 0。( 注 意 p EBA, WR fo) 
=0。) 

3. 对 于 


2 
sae +i 


给 出 的 曲面 ， 计 算 每 点 处 的 主 曲率 。 画 出 曲面 的 草图 。 这 个 草 
图 是 否 与 主 曲率 计算 提供 了 相同 的 直观 ? 
4. 考虑 圆锥 
22 =x? +76 
找 出 Gauss 映射 的 图 像 。( 注意 需要 确保 法 向 量 的 长 度 为 1。) X 
于 主 曲率 ， 这 个 图 像 说 明了 什么 ? 


第 7 章 曲线 和 曲面 的 曲率 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


5. & 
A(t) =(a,(t) ,a,(t) ,a;(t) ) 
H 
B(t) =(b,(t) ,b,(t) ,b;(t) ) 
为 两 个 可 微 函 数 的 三 元 组 。 证 明 


g4 * BC) =a + BU) HAG) + aro 


基本 对 象 : 平面 中 的 点 和 线 
基本 目标 ; 不 同 几何 学 的 公理 


欧 几 里 得 的 公理 化 几何 是 至 少 要 从 公元 前 300 年 到 19 世纪 
中 期 正确 的 合理 的 模型 。 它 是 一 套 以 基本 的 定义 和 公理 开始 的 思 
想 ， 然 后 继续 根据 定理 证 明 几 何 的 定理 ， 没 有 任何 经 验 输 入 。 人 
们 认为 欧式 几何 正确 地 描述 了 我 们 所 生活 的 空间 。 纯 粹 的 思想 似 
乎 告诉 了 我 们 关于 物理 世界 的 东西 ， 这 对 于 数学 家 来 说 是 个 令 人 
兴奋 的 想法 。 但 是 到 19 世纪 早期 ， 非 欧 几 何 就 已 经 被 发 现 了 ， 
并 在 20 世纪 早期 狭义 和 广义 相对 论 中 蓬勃 发 展 起 来 。 由 于 存在 
不 同 种 类 的 几何 学 ， 所 以 描述 我 们 的 宇宙 用 哪 种 几何 很 清楚 是 
一 个 经 验 问题 。 纯 粹 的 思想 能 够 告诉 我 们 可 能 性 ,但 好 像 不 能 
选 出 正确 的 一 个 。 (作为 一 个 由 出 色 的 数学 家 和 数学 工作 者 所 
著 的 有 关 这 种 发 展 的 报告 ， 参 见 Kline 的 《数学 和 知识 的 搜索 》 
WEARI 

欧 几 里 得 从 基础 定义 开始 并 且 试 图 给 出 它 的 定义 。 今 天 ， 这 被 
看 作 是 个 错误 的 开始 。 一 个 公理 化 体系 应 该 以 未 被 定义 的 项 目的 
集合 与 这 些 未 被 定义 的 项 目 之 间 的 关系 的 集合 (公理) 开始 。 然 
后 ,我 们 可 以 基于 这 些 公理 证 明定 理 。 如 果 没 有 矛盾 出 现 ， 一 个 
公理 化 体系 是 “有 效 的 ”。 当 人 们 发 现 双 曲 几何 和 椭圆 几何 中 任何 
可 能 的 矛盾 都 可 以 被 翻译 回 欧式 几何 中 的 一 个 矛盾 ， 它 们 得 到 了 
重视 ， 而 人 们 之 前 是 不 相信 欧式 几何 中 包含 矛盾 的 。 这 会 在 本 章 
中 进行 讨论 。 
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ee 


2 
欧 几 里 得 以 23 个 定义 、5 个 公设 和 5 个 常见 概念 开始 。 我 们 会 
通过 每 一 个 给 出 几 个 例子 给 出 它 的 语言 (遵循 Heath 的 对 于 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》 的 翻译 [32] 。 另 一 个 很 好 的 来 源 是 Cederberg 的 
《现代 几何 课程 》[17] ) 。 
例如 ， 这 是 直线 的 欧 几 里 得 定义 ， 即 直线 是 没有 宽度 的 长 度 。 
而 对 于 曲面 ， 定 义 为 曲面 是 只 有 长 度 和 宽度 的 几何 体 。 
虽然 这 些 定义 与 我 们 直觉 上 所 理解 的 这 些 词 的 含义 确实 一 致 ， 
但 对 于 现代 人 来 说 它们 听 起 来 很 模糊 。 
他 的 5 个 公设 在 现今 被 称 为 公理 。 它 们 建立 了 欧式 几何 的 基础 
假设 。 例 如 ， 他 的 第 4 个 假设 叙述 为 所 有 的 直角 都 相等 。 
最 后 ， 他 的 5 个 常见 概念 是 关于 等 价 的 基础 假设 。 例 如 ， 他 的 
第 3 个 常见 概念 为 等 量 减 等 量 ， 其 差 仍 相等 。 
所 有 这 些 都 是 简捷 的 ， 除了 令 人 困惑 的 第 5 个 公设 。 这 个 公设 
与 其 余 的 公理 的 感觉 十 分 不 同 。 
第 5 公设 若 两 条 直线 都 与 第 三 条 直线 相交 ,并且 在 同一 侧 的 
内 角 之 和 小 于 两 个 直角 和 ， 则 这 两 条 直线 在 这 一 侧 必定 相交 。 
当然 通过 看 图 (RAR) 我 们 看 到 这 是 一 个 完全 合理 的 陈述 。 
如 果 这 是 错 的 ， 我 们 会 感到 惊讶 。 令 人 困惑 的 是 这 是 一 个 基础 假设 。 
公理 不 仅 要 合理 而 且 要 显而易见 。 但 这 条 假设 并 不 显而易见 。 而 且 
比 起 其 他 假设 它 要 复杂 得 多 ， 甚 至 从 表面 上 看 它 的 陈述 比 其 他 假设 
需要 更 多 文字 。 在 某 种 程度 上 ， 它 做 了 一 个 关于 无 穷 的 假设 ， 因 为 
它 的 陈述 是 如 果 你 进一步 延伸 直线 ， 将 会 存在 一 个 交点 。 数 学 家 们 
都 有 一 种 担心 的 感觉 ， 从 欧 几 里 得 自己 就 开始 有 这 种 感 党 了 ， 所 以 
他 试图 使 这 个 假设 尽 可 能 地 短 。 
一 种 可 能 的 方法 是 用 另 一 个 更 加 有 吸引 力 的 假设 代替 这 个 假设 ， 
把 这 个 令 人 困惑 的 假设 变 成 一 个 定理 。 有 很 多 种 陈述 等 价 于 第 5 公 
设 , 但 是 没有 一 个 真正 解决 这 个 问题 的 。 可 能 最 著名 的 就 是 平行 
公理 。 
通过 一 个 不 在 直线 上 的 点 ， 有 和 且 仅 有 一 条 不 与 该 直线 相交 的 
直线 。 


直线 / 


这 当然 是 一 个 合理 的 陈述 。 但 把 它 作 为 一 个 基础 假设 仍然 十 分 大 胆 。 
如 果 第 5 公设 可 以 被 证 明 是 一 个 可 以 从 其 他 公理 证 得 的 陈述 ， 则 这 
将 是 理想 的 。 其 他 几何 的 发 展 都 起 源 于 试图 证 明 第 5 公设 时 失败 的 


尝试 。 
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有 一 种 证 明 方 法 是 这 样 的 ， 根据 男 外 一 个 公理 得 到 “第 五 公 
设 ”， 然 后 假设 这 个 公理 是 错误 的 ， 然 后 找 出 它们 之 间 的 矛盾 。 使 用 
平行 公理 有 两 种 可 能 性 : 或 者 过 点 没有 平行 于 给 出 直线 的 直线 ,或 
者 过 点 不 止 存在 一 条 直线 平行 于 给 定 直 线 。 这 些 假 设 现在 有 了 名 字 。 

椭圆 公理 ”给 定 直线 外 一 点 ， 过 这 点 没有 直线 平行 于 所 给 直线 。 

这 实际 上 就 是 做 出 了 声明 ， 没 有 平行 的 直线 ， 或 者 说 每 两 条 直 
线 一 定 相 交 ( 它 看 起 来 也 很 荒 廖 ) 。 

双 曲 公理 ”给 定 直线 外 一 点 ， 过 这 点 有 多 于 一 条 直线 与 所 给 出 
的 直线 平行 。 

平行 的 意义 一 定 要 明确 。 两 条 直线 被 定义 为 平行 的 ， 如 果 它 们 
没有 交点 。 

Geroloamo Saccheri (1667—1773) 是 第 一 个 试图 从 第 5 公设 是 
错误 的 假定 中 找 出 矛盾 的 人 。 他 很 快 就 证 明了 如 果 没 有 这 样 的 平行 
直线 ， 那 么 矛盾 就 会 出 现 。 但 是 当 他 假定 双 曲 公理 时 ， 就 没有 了 矛盾 
出 现 。 对 于 Saccheri 来 说 不 幸 的 是 他 认为 他 已 经 发 现 了 这 样 的 一 个 
AS, FFAS T —AH Euclides ab Omni Naevo Vindicatus， 声 称 证 明 
了 欧 几 里 得 是 正确 的 。 

Gauss (1777—1855) 也 考虑 了 这 个 问题 并 且 好 像 已 经 意识 到 通 
过 否定 第 5 公设 ， 其 他 的 几何 学 就 会 出 现 。 但 是 他 从 没有 向 任何 人 
提 及 这 项 工作 ， 而 且 也 没有 发 表 他 的 结果 。 

是 Lobatchevsky ( 1793—1856) 和 Janos Bolyai ( 1802—1860 ) 
第 一 个 独自 地 发 展 了 非 欧 几何 ， 现 在 称 为 双 曲 几何 。 他 们 都 像 Sac- 
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cheri 那样 证 明了 椭圆 公理 不 与 欧 几 里 得 的 其 他 公理 一 致 ， 而 且 都 
证 明了 双 曲 公理 好 像 不 与 其 他 公理 了 矛盾。 尽管 如 此 ， 和 Saccheri 不 
同 的 是 ， 他 们 都 是 自信 地 发 表 了 他 们 的 工作 ， 而 且 并 没有 找到 错 
误 的 矛盾 。 

当然 ， 仅 因为 检验 了 大 量 结果 而 没有 出 现 问题 ， 并 不 意味 着 问 
题 不 存在 。 换 名 话说 ，Bolyai 和 Lobatchevsky 的 证 明 前 后 并 不 一 致 ， 
并 不 是 一 个 完美 的 证 明 。 尽 管 我 们 现在 看 到 的 模型 是 由 Poincare 
(1854—1912) 发 展 来 的 ,但 Felix Klein (1849—1925) 是 发 现 能 让 
证 明 结 论 一 致 的 不 同 几 何 模 型 的 主要 人 物 。 

因此 ， 问 题 的 关键 即 是 如 何 通过 一 系列 给 定 的 公理 来 得 出 一 条 
正确 的 推论 。 模 型 方法 不 会 证 明 双 曲 几 何 是 一 致 的 ， 但 会 证 明 它 和 
欧式 几何 一 致 。 这 种 方法 是 建立 双 曲 几何 中 的 直线 模型 为 欧式 几何 
中 的 半圆 。 这 个 过 程 可 逆 ， 使 得 每 个 欧式 几何 的 公理 都 会 成 为 双 曲 
几何 中 的 一 个 定理 。 因 此 ， 如 果 在 双 曲 几何 中 有 某 个 隐 含 的 矛盾 ， 
那么 在 欧式 几何 中 也 一 定 会 有 一 个 隐 含 的 矛盾 (一 个 没有 人 相信 会 
存在 的 矛盾 ) 。 

现在 来 看 这 个 模型 的 细节 。 以 上 半 平 面 

H={(x,y) €R’ly>0} 

开始 。 


我 们 的 点 就 是 五 中 的 点 。 我 们 的 双 曲 几何 模型 的 关键 是 我 们 怎 
样 定义 直线 。 我 们 说 的 直线 或 者 是 有 中 的 垂直 线 ， 或 者 是 五 中 与 x 
轴 垂 直 相 交 的 半圆 。 

为 了 看 到 这 确实 是 双 曲 几何 的 一 个 模型 ,我们 需要 检验 每 个 公 
理 。 例 如 ， 我 们 需要 检验 在 任意 两 点 之 间 只 有 一 条 直线 (或 者 在 这 
种 情况 下 ,证明 对 于 五 中 的 任意 两 点 ， 在 它们 之 间或 者 有 一 条 垂直 
线 或 者 有 一 个 唯一 的 半圆 ) 。 


唯一 过 点 p 和 4 的 线 


主要 要 看 的 是 对 于 这 个 模型 ， 双 曲 公理 明 显 是 正确 的 。 


这 个 模型 允许 我 们 做 的 是 把 双 曲 几何 的 每 个 公理 翻译 成 欧式 几何 中 
的 定理 。 因 此 双 曲 几何 中 关于 直线 的 公理 就 变 成 了 欧式 几何 中 关于 
半圆 的 定理 。 因 此 ， 双 曲 几何 与 欧式 几何 一 样 ， 是 一 致 的 。 

进一步 ， 这 个 模型 证 明了 第 5 公设 可 以 被 假定 为 对 的 或 者 错 的 。 
这 意味 着 第 5 公设 与 其 他 公理 无 关 。 


但 是 如 果 我 们 假定 椭圆 公理 会 怎样 呢 ? Saccheri, Gauss, Bolyai 
和 Lobatchevsky 都 证 明了 这 个 新 的 公理 与 其 他 公理 不 一 致 。 尽 管 如 
此 ， 我 们 能 不 能 改变 其 他 的 公理 来 想 出 另 一 种 新 的 几何 学 ?Riemann 
(1826—1866) 确实 做 了 这 件 事 ,证 明了 有 两 种 改变 其 他 公理 的 方 
式 ， 因 此 有 两 种 新 的 几何 学 ， 在 现今 被 称 为 单 椭 圆 几 何 与 双 椭 圆 几 
何 (由 Klein 命名 )。 对 于 这 两 种 几何 学 ，Klein 都 研究 了 模型 ， 而 且 
证 明 这 两 种 几何 都 与 欧式 几何 一 致 。 

在 欧式 几何 中 ,任何 两 个 不 同 的 点 都 在 唯一 的 直线 上 。 而 且 在 
欧式 几何 中 ， 直 线 一 定 能 把 平面 分 开 ， 这 意味 着 给 定 任意 直线 !/， 至 
少 在 1 外 有 两 个 点 使 得 连结 两 点 的 直线 段 一 定 与 1 相交 。 

对 于 单 椭圆 几何 ， 除 了 椭圆 公理 ， 我 们 还 假定 直线 不 能 分 开平 
面 。 我 们 保留 任意 两 点 唯一 地 确定 一 条 直线 的 欧 几 里 得 假设 。 对 于 
双 椭 圆 几何 ,我 们 需要 假定 两 点 可 以 位 于 不 止 一 条 直线 上 ,但 是 现 
在 保留 直线 会 分 开平 面 的 欧 几 里 得 假设 。 如 果 你 把 直线 想 成 从 童年 
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就 得 知 的 直线 ， 所 有 这 些 听 起 来 一 定 很 荡 廖 。 但 是 在 Klein 研究 的 模 
型 下 ,它们 讲 得 通 ， 就 如 我 们 将 会 看 到 的 。 

对 于 双 椭 圆 几 何 ， 我 们 的 “平面 ”是 单位 球 ， 点 是 球 上 的 点 ， 
而 我 们 的 “直线 ”是 球 上 的 大 圆 。 (大 圆 就 是 球 上 有 最 大 直径 
的 圆 。) 

注意 任意 两 条 直线 一 定 相 交 (因此 满足 椭圆 公理 ) ， 而 且 虽 然 多 
数 对 的 点 会 唯一 地 确定 一 条 直线 ， 但 相对 的 点 会 位 于 无 穷 多 条 直线 
上 。 因 此 在 双 椭 圆 几 何 中 关于 线 的 陈述 与 欧式 几何 中 关于 大 圆 的 陈 
述 一 致 。 

对 于 单 椭圆 几何 ， 模 型 有 点 复杂 。 我 们 的 “平面 ”是 上 半球 ， 
边界 圆 上 的 点 被 确定 为 它们 的 对 极点 ， 即 
| (x,y,z) lx? +y +2 =1 be y,0) 被 确定 为 ( -x, -y,0)|。 

因此 边界 上 的 点 [二 -E 0 jac e2s(-+, 3 a 0), 我 们 
的 “ 线 ” 是 半球 上 的 大 半圆 。 注 意 到 椭圆 公理 得 到 了 满足 。 进 一 步 ， 
注意 到 没有 线 会 分 开平 面 ， 因 为 边界 上 的 对 极点 被 确定 。 因 此 在 单 
椭圆 几何 中 的 陈述 会 与 欧式 几何 中 关于 大 半圆 的 陈述 对 应 。 


欧式 几何 中 最 基本 的 结论 之 一 是 三 角形 的 内 角 和 为 180*， 换 言 
之 ， 两 个 直角 的 和 为 180°。 

回想 证 明 。 给 定 一 个 顶点 为 P，0，R 的 三 角形 ， 根 据 平行 公 
H, 经 过 点 R 存 在 唯一 的 直线 平行 于 直线 P0。 根 据 内 错 角 的 结论 ， 
我 们 看 到 角 a, B, y 的 和 一 定 等 于 两 个 直角 的 和 。 


注意 到 我 们 需要 使 用 平行 公理 。 因 此 这 个 结果 在 非 欧 几何 中 不 一 定 
是 正确 的 。 在 看 双 曲 上 半 平 面 中 的 三 角形 和 双 椭 圆 几何 的 球 上 三 角 
形 的 图 时 ， 这 看 起 来 就 是 合理 的 。 


在 双 曲 几何 中 ,三 角形 的 内 角 和 小 于 180"， 而 对 于 椭圆 几何 ， 
三 角形 内 角 和 大 于 180"。 可 以 证 明 三 角形 的 面积 越 小 ,三 角形 的 内 
角 和 越 接近 于 180°, X5 Gauss 曲率 有 关 。 人 情况 是 (虽然 并 不 明显 ) 
可 以 选择 测量 距离 ( 即 度量 ) 的 方法 使 得 不 同 种 类 的 几何 学 有 不 同 
的 Gauss 曲率 。 更 准确 地 说 ， 欧 式 平面 的 Gauss 曲率 为 0， 双 曲 平面 
的 Gauss 曲率 为 -1， 而 椭圆 平面 的 Gauss 曲率 为 1。 因 此 微分 几何 和 
曲率 与 不 同 几何 的 公理 体系 有 关 。 


Eg erus 


一 直 以 来 最 受 欢 迎 的 数学 书籍 之 一 是 Hibert 和 Cohn-Vossens 的 
《几何 与 想象 》 [58] 。 所 有 严谨 的 学 生 都 应 该 认真 学 习 这 本 书 。20 
世纪 最 好 的 几何 学 者 (实际 上 数学 家 并 不 认为 他 是 几何 学 领域 的 
XA), Coxeter 写 了 一 本 非常 棒 的 书 , 《几何 简介 》 [23 ] 。 关 于 不 同 种 
类 的 几何 的 更 加 标准 、 简 单 的 教材 是 Gans [44], Cederberg [17] 
和 Lang 与 Murrow [81] 。Robin Hartshorne 的 《几何 学 : 欧 几 里 得 与 
超越 》[55] 是 最 近 一 本 非常 有 趣 的 书 。 而 且 ，MeLeary 的 《微分 观 
点 的 几何 》[84] 是 一 本 既 能 看 到 非 欧 几何 又 能 看 到 微分 几何 的 起 源 
的 书 。 


1. 本 题 给 出 了 双 曲 几何 的 另 一 种 模型 。 我 们 的 点 是 开 圆 盘 
D={(x,y) lx +y <1} 
上 的 点 。 直 线 是 与 D 的 边界 垂直 相交 的 圆 弧 。 证 明 这 种 模型 满足 双 
曲 公理 。 
2. 证 明 练 习 1 中 的 模型 和 上 半 平 面 模型 是 等 价 的 ， 如 果 我 们 在 
上 半 平 面 模型 中 把 所 有 无 穷 远 点 确定 为 一 个 单 点 。 
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(a,b) 


(-a,—b) 


3. 给 出 空间 中 平面 的 平行 公理 的 类 似 说 法 。 

4. 研究 上 半 平 面 的 思想 使 得 如 果 P 是 一 个 “平面 ", 而 且 p 是 
这 个 平面 外 的 一 点 ， 则 存在 无 穷 多 个 包含 p 的 平面 与 平面 P 不 相交 。 

5. 这 是 另 一 个 单 椭圆 几何 的 模型 。 以 单位 圆 盘 

D=|{(x,y) lx +y <1} 

开始 。 确 定 边界 上 的 对 极点 。 因 此 确定 点 (a,b) 为 ( -a, -b), 在 a 
+P =1 的 条 件 下 。 我 们 的 点 是 圆 盘 的 点 ,满足 边界 上 的 这 种 确定 
关系 。 

在 这 个 模型 中 的 直线 就 是 欧式 直线 ， 假 定 它们 以 对 极点 开始 和 
结束 。 证 明 这 个 模型 描述 了 一 个 单 椭圆 几何 。 

6. 这 仍然 是 单 椭 圆 几何 的 男 一 个 模型 。 设 我 们 的 点 是 空间 中 穿 
过 原点 的 直线 。 这 个 几何 中 的 直线 是 空间 中 穿 过 原点 的 平面 。( 注意 
到 穿 过 原点 的 两 条 直线 确实 组 成 了 唯一 的 平面 ,证 明 这 个 模型 描述 
了 一 个 单 椭 圆 几何 。 

7. 通过 看 空间 中 穿 过 原点 的 直线 怎样 与 单位 球 上 半 部 分 

| (x,y,z) la +y +27 =1 HB z=0} 

相交 ,证 明 在 练习 6 中 给 出 的 模型 与 本 章 中 给 出 的 单 椭圆 几何 的 模 
型 等 价 。 


基本 对 象 : 复数 
‘基本 映射 ,解析 函数 
基本 目标 : 解析 函数 的 等 价 命题 


单 变 量 复 分 析 研 究 一 类 特殊 的 函数 ( 称 为 解析 函数 或 全 纯 函 
数 ) ， 它 们 将 复数 映射 到 复数 。 对 于 解析 函数 有 几 种 看 起 来 不 相关 但 
实际 是 等 价 的 定义 方法 ， 每 种 方法 都 有 其 优势 ， 因 此 值得 了 解 。 

我 们 首先 以 一 个 极限 来 定义 解析 (直接 类 比 实 值 函 数 中 导数 的 
定义 ) 。 然 后 我 们 将 看 到 这 个 定义 能 用 柯 西 - 黎 曼 方程 来 描述 ， 这 是 
一 组 奇妙 的 偏 微分 方程 。 解 析 性 同样 可 以 用 一 个 和 原 函 数 相关 的 路 
径 积分 来 表示 〈 即 柯 西 积分 公式 ) 。 更 进一步 地 ， 我 们 将 发 现 一 个 函 
数 是 解析 的 当 且 仅 当 它 可 以 局 部 地 展开 成 一 个 收敛 的 寡 级 数 。 并 且 ， 
我 们 把 一 个 解析 函数 看 成 是 一 个 由 实数 平面 R* BIR? 的 映射 ， 如 果 这 
个 函数 的 导数 不 含 零点 ， 那 么 还 具有 保 角 的 性 质 。 

SERME 设 /:U 一 C 是 从 复 开 域 U 到 复数 域 的 函数 。 如 果 
有 下 列 性 质 成 立 ， 则 称 f(z) 是 解析 的 。 

(1) 对 一 切 za EU， 有 极限 存在 ， 即 

‘ind “2 Fao) 
LGAFIZA f(z), HA (4) 导数 。 
(2) AR AR Bak f 04 KSPR Fe HE Bi RAT RS FH A 
dRe(f) _ alm ( f) 
Ox oy ” 
dRe(f) 2 _ôlm(f) 
ðy A 


Ox 
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(3) 令 og 是 U0U 中 逆 时 针 方 向 的 简单 闭 曲 线 ， 那么 对 于 or 内 部 的 
任意 点 如 A 
flz0) = ere 


2TiJo z 


(4) 对 于 UU 中 任意 一 点 及 其 邻 域内 可 以 展开 为 一 致 收 化 的 级 数 


f(z) = La, (2 =)" o 

除 此 之 外 ， 如 果 太 在 了 处 解析 ， HH f(z) 40, WABA fE 
zo 处 是 保 角 的 。 看 作 是 从 及 到 R? 的 映射 。 

实 分 析 和 复 分 析 是 有 明显 的 区 别 的 。 实 分 析 主 要 研究 的 是 可 微 
函数 ， 而 复 分 析 研究 的 是 解析 函数 ， 对 于 函数 类 型 有 着 限制 ， 并 因 
而 能 导出 一 些 奇 妙 而 实用 的 规律 性 质 。 解 析 函 数 贯穿 于 现代 数学 和 
物理 学 中 ， 从 素数 最 深刻 的 性 质 到 流体 的 细微 之 处 均 有 其 用 武之 地 。 


FIX 'P, U 表示 复数 域 C 的 一 个 开 集 , f:U-C 是 从 复 开 域 U 
到 复数 域 的 函数 。 
称 f(z) 在 点 zoeU 处 是 解析 的 (或 全 纯 的 ) ， 如 
果 有 极限 
‘en -f(z0) 
= Z-Z 
E, ŽAS), WAFA, MRT SAT HERB 
in +h) -f(2) 
h— h á 
其 中 heC。 
注意 到 这 里 就 是 把 可 导 函 数 定义 中 的 实数 域 R 全 换 成 复数 域 C。 
于 是 很 多 的 可 导 函 数 的 基本 性 质 (比如 求 导 四 则 运算 法 则 ， 链 式 法 
WW) 可 以 直接 运用 。 现 在 看 来 ， 解析 函数 较 可 微 函 数 没有 特别 之 处 。 
但 是 要 注意 的 是 这 里 的 极限 不 是 实数 轴 上 的 极限 ， 而 是 实数 平面 上 
的 极限 ， 这 种 复杂 性 的 增加 导致 了 二 者 变 得 十 分 不 同 ， 这 将 是 我 们 
要 看 到 的 。 
下 面 我 们 要 看 一 个 非 解析 函数 的 例子 。 先 说 明 一 些 基本 术语 与 


符号 。 事 实 上 ， 复 数 域 C 是 一 个 二 维 实 向 量 空间 。 每 个 复数 z 能 写 
成 实 部 与 虚 部 之 和 


2=%+iyo 


复数 z HRS AE 
Z=%— yo 
把 复数 z 看 成 一 个 R 上 的 一 个 向 量 ，1z| 表 示 其 模 ， 则 有 
Izl? =a +y =22, 
现在 对 函数 f(z) =z 来 说 ,我 们 将 要 说 明 它 并 非 解析 的 。 在 解析 
函数 定义 中 , h 是 任意 的 复数 意味 着 h ER 上 沿 着 任意 路 径 趋 于 0 
时 的 极限 都 要 存在 。 我 们 如 果 分 别 从 两 条 不 同 路 径 上 求 出 了 不 同 的 
极限 就 意味 着 函数 非 解析 。 
为 简便 起 见 ， 不 妨 看 za =0 这 点 的 极限 ， 并 让 h 是 实数 (BIA x 
轴 方 向 趋 近 0) 。 则 有 
ping td ROD oy 
ro h-O h0 h : 
然后 让 六 是 虚数 〈 即 从 y AAO), MAE h = bi, b 是 实 
数 。 则 


EES (0) 而 

tin ie" lees 
两 极限 不 相等 ， 因 此 函数 f(z) = 下 是 一 个 解析 函数 。 
9.2 Ee 


对 函数 f:U 一 C， 我 们 可 将 实 部 和 虚 部 分 开 写 。 用 z=x +iy = (x, 
y) 可 以 将 
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f(z) =u(z) +iv(z) 
写成 
F(x,y) =u(«,yx) +iv(%,y), 
例如 f(z) =z ， 
f(z) =7 
=(« +iy)? 
=x -y +2xyi, 
则 函数 8 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 
u(x,y) =x 一， 
v(x,y) =2xyo 
本 小 节 的 目标 ， 是 通过 判断 实 值 函数 w 和 w 的 一 组 偏 微分 方程 
来 确定 函数 了 的 解析 性 。 
GREED iaku, v USR 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 ， 即 


Ou(%,y) _ 0v(%,Y) 


Ox Oy 
du(x,y) _ _ dv(x,y) 
dy dx ” 


尽管 不 是 显而易见 的 ， 但 由 于 它 与 解析 性 的 密切 关系 ， 这 算是 
整个 数学 中 最 重要 的 一 组 偏 微分 方程 了 。 
ME BM f(x,y) =u(x,y) + iv(a,y) Hay =x + 
iy, 处 解析 当 且 仅 当 实 值 函数 (x,y) ,v(x,y) 满 足 z 处 的 柯 西 - 黎 曼 方 
程 。 
我 们 将 展示 解析 性 是 暗含 柯 西 - 歼 曼 方程 成 立 的 ， 而 柯 西 - 歼 曼 方 
程 加 上 偏 叶 数 (95，3 上 ，，3 的 连续 条 件 能 推出 解析 性 。 吕 然 
ð x y x aY 
连续 性 的 假设 并 不 是 必要 的 ， 但 如 果 不 这 样 假设 的 话 , 证明 会 变 得 
比较 困难 。 
证 明 AE z =x, tiy 处 ， 极 限 
fath Ka) 
ho h 


存在 并 记 为 (za )。 由 于 九 是 复数 ， 意 味 着 万 沿 任意 路 径 趋 近 0 时 上 
述 极限 都 要 存在 。 
通过 选 不 同 的 路 径 可 以 证 明 柯 西 - 黎 曼 方程 。 


可 能 趋 于 zo 的 路 径 


首先 令 刀 是 实数 ， 由 解析 函数 定义 F(zo +h) =f(xo +h,yo) = 


u(xo +h,yo) +iv(xo +h,yo)o 


由 偏 导数 的 定义 
f (2) pa tH Lo) 
U(xo +h, yo) +iv(xo +h,yo) — (u(xo,Y0) + iv(% 5%) ) 
= h 


li u(xo +h,yo) =u(xosy0) V(t tho) —2( %o»%o) 
= 一 一 一 +i lh 
h—0 h ji 一 0 h 
ORN, FIC) 0 
FES h 是 虚数 ， 为 方便 不 妨 改 记 h 为 及， 这 里 hh 是 实数 。 
fz +hi) =f(x0,Yo0 +h) =u(xo,yo +h) tiv(xo ,yo +h) o 
再 计算 极限 
flz0 +ih) -f(z0) 


ay = lini h 
i thos Yo th) +iv( xX ,yo +h) — (u(xo,yo) +iv(xo ,Yo)) 
= lim ih 
1 ,. u(xosyo +h) —u(xo,yo) q. UC %95% th) —0(% 570) 
= lim = + ir so eI 
i 10 h hw h 


. ðu ðv 
= ~ 15, (0 o) + 5y 609%) 0 
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根据 仿 微 分 的 定义 ， 并 且 由 于 二 = -is 由 于 两 极限 相等 ， 因 此 柯 西 -各 
曼 方程 


成 立 。 
在 反 推 解析 性 成 立 之 前 ， 我 们 先 以 映射 的 角度 来 看 复数 乘法 。 
复数 乘法 可 以 看 成 是 R BIR? 的 线性 映射 。 
给 定 复数 c + 边 ， 以 及 另外 任意 复数 x +iy， 有 
(a+ib)(x+iy) = (ax—-by) +i(ay +bx), 
FAR? 中 向 量 (x,y) “表示 复数 x +iy， 那 么 乘 上 复数 a + bi 相当 于 下 面 


矩阵 乘法 
inane el tte 
从 上 面 可 以 看 出 并 不 是 所 有 形 如 人 P JERR? 的 线性 变换 都 能 对 


应 到 某 个 复数 的 乘法 ， 并 有 下 面 引 理 成 立 。 

anl 能 和 复数 a+ ARAS AA 
A=D=a, B=-C= -0 

现在 回 到 先前 的 证 明 ， 即 通过 柯 西 - 黎 曼 方程 证 明 解 析 性 。 

把 函数 /:C 一 C 看 成 是 映射 /:R? 一 R”, 即 


sai) s(t 


如 第 3 章 讨 论 的 那样 ， 它 的 Jacobi HEA 


Re »¥o) a (t A 
Df = ’ 


almy) gy (Horo) 
满足 
Cee ema) Ga 


由 柯 西 - 黎 曼 方程 我 们 知道 Jacobi 424% Df 对 应 一 个 复数 的 乘法 ， 记 这 
个 复数 是 P(z)，z=x+iy，z0 =x% +iyo， 那 么 上 式 可 写成 
mts?) S) -F Co) (2 = 20) 1 _ 


`. lz -zl 0, 
去 掉 绝 对 值 符号 也 成 立 ， 
0 = tind? -f (2) —f (zy) (2-24) 


= ini 2) Lo) =e -f (2), 


Bp 
Play) i 


总 是 成 立 ， 这 意味 着 函数 1;C 一 C 是 解析 的 。 
DE By oe 


解析 函数 同样 可 以 用 C 上 闭 曲线 的 路 径 积 分 来 表示 。 我 们 可 以 
把 解析 函数 写成 积分 形式 ， 即 所 谓 的 积分 表示 。 我 们 将 看 到 解析 函 
数 在 闭 曲线 o 内 部 的 值 完 全 由 函数 在 曲线 边界 上 的 值 决 定 ， 这 正 是 
解析 函数 一 个 特性 。 从 同 源 理 论 到 复杂 实 值 函数 积分 的 计算 ， 此 范 
围 内 的 都 可 以 由 上 述 有 关 解 析 函 数 积分 表示 得 出 结果 。 

首先 需要 做 一 些 关 于 路 径 积分 和 格林 定理 的 准备 工作 。 设 e 是 
FÈ U 的 一 条 路 径 ， 或 者 说 是 一 个 可 微 映 射 的 像 集 。 

a:[0,1]-U, 

记 o(t) =(«(t),y(t)), 其 中 % Ra C 的 实 坐标 ，y 表示 C 的 虚 
坐标 。 


o1)=(x(1), M1)) 


a o(0)=(x(0), (0)) HOOK) 


= 


P(x,y) ,Q(x,y) 是 定义 在 R? =C 上 的 开 集 U 的 实 
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值 函 数 ， 则 
[Pax + Qay = f PC) y) Hat + f QC) y) Zar, 
如 果 将 函数 f U> 写成 
KE) =flx,y) =u(x,y) +ip(x,y) =u(z) +iv(z) 
有 
路 径 积分 | /(z) dz 定义 为 
[f@de = | (ulx,y) + in(x,y)) (de + idy) 


= [uy + iv(x,y)dx + [iu(x.y) -v(x,y)dy, 
XRPHAASZ S BAMA MMR, AART A wh M— eA A g 
性 质 。 

如 果 路 径 o [0,1] -U 的 参数 方程 满足 o(0) =o(1), WE 
EFE 过 中 的 闭 曲 线 。 注 意 这 里 我 们 对 实际 路 径 以 及 路 径 的 参数 化 
函数 都 用 记号 o 表示 。 如 果 这 个 闭 曲 线 还 满足 对 于 一 切 * 关 上， 有 
o(s) 关 go(t)， 则 称 为 简单 闭 曲线 。 


o(0)=o(1) 


ain 5 非 简单 闭 曲 线 


我 们 把 所 有 的 简单 闭 曲线 都 参数 化 以 规定 曲线 的 方向 ， 确 保 曲 
线 总 是 沿 曲线 内 部 道 时针 绕 行 。 例 如 ， 单 位 圆 在 如 下 参数 化 之 后 就 
是 一 个 逆 时 针 的 简单 闭 曲 线 。 
o(t) =(cos(2mt) ,sin(27t) )o 
我 们 有 兴趣 来 看 看 解析 函数 沿 着 一 个 简单 闭 曲线 的 路 径 积分 。 


下 面 有 两 个 重要 而 且 简单 的 例子 ， 并 且 都 是 在 单位 圆 上 的 积分 。 


o(t)=(cos(2nf),sin(2nt)) 
eh, 


SRP f(z) =z=x+iy, MA 
[foe = [zaz 


: [ + iy) (dx + idy) 
= | (wt iy) de + [ (xi - y)dy 
$ | ( coscom) + inbox oot) eos(2m) Jar + 


(ieos(2m) — sin(27t) sin(2mt) Jar 
=), 
这 就 是 该 积分 的 值 。 
再 考虑 函数 /(z) = 一。 在 单位 圆 上 有 1z1? =zz= 1， 因 此 一 = 也 
计算 过 程 是 
[Kod = f E = | zdz = [(cos(2mt) ~isin(2mt)) (dx + idy) = 2mic 


我 们 马上 就 会 看 到 | EMANARE 2m 是 由 于 被 积 函数 二 在 音 
位 圆 内 部 定义 “不 好 ”( 就 是 因为 原点 ) ， 不 然 这 个 积分 也 应 该 是 0 
的 。 下 面 的 一 系列 定理 说 明了 如 果 函 数 在 曲线 内 部 解析 ， 其 沿 曲线 
的 路 径 积分 总 是 为 零 。 先 看 格林 定理 。 

(格林 定理 ) og 是 C 上 的 逆 时 针 简 单 闭 曲 线 ， 记 
HABA N, P(x,y), Q y RAN THRE BH, MA 


a0 aP 
f Pax + Qay = Le - FP andy. 
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在 第 5 章 练习 5 证 明 过 。 

下 面 看 柯 西 定理 。 

GED (| 而 定理 ) o 是 开 集 以 上 的 逆 时 针 简 单 闭 曲 
KR, oc 内 部 的 任 一 点 也 包含 在 了 内。 则 对 解析 函数 f: U> 有 


[fda = 0, 


将 路 径 积分 | fl2)de 看 成 是 /(z) 沿 着 曲线 o 的 一 种 均值 ， 则 上 述 结 
论 就 是 说 解析 函数 的 均值 是 0。 然 而 这 个 定理 对 于 多 数 函 数 都 是 有 巨 
大 错误 的 ， 这 说 明了 解析 函数 是 十 分 特殊 的 。 

证 明 (这 里 假设 导数 P(z) 是 连续 的 ， 这 样 可 以 简化 不 少 ) Bw 
žk f(z) =ul(z) +io(z)， 其 中 &(z),z(z) 都 是 实 值 函 数 ， 因 为 F(z) 是 
解析 函数 ， 所 以 满足 柯 西 - 歼 曼 方程 


那么 
[foe = [a + iv) (dx + idy) 


= | (ude — ody) + if (udy + vdx) 


7 f,( -2 -3 Janay + if (2 -至 andy, 


这 里 人 2 表示 闭 曲 线 的 内 部 。 由 柯 西 - 黎 曼 方程 知道 上 述 积分 值 为 0， 
证 毕 

尽管 这 个 证 明 过 程 看 起 来 很 简单 ， 事 实 上 除了 假设 的 原因 外 ， 
还 因为 运用 了 两 个 主要 的 结论 ， 也 就 是 柯 西 - 黎 曼 方 程 和 格林 定理 
(完整 的 证 明 并 不 简单 )。 柯 西 定理 是 有 关 解 析 函 数 的 积分 性 质 的 核 
心 定理 ， 比 如 它 又 可 以 推出 下 面 定理 。 

GIB (.U-C 2 ERU LYMM BK, o, o 是 两 个 简 


单 闭 曲线 ， 并 且 og 能 连续 地 变形 为 CC (Fo, 0 在 U 中 是 同 伦 
的 ) M 


[ad = Ff(z) 
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直观 地 看 ， 两 个 曲线 在 U 中 是 同 伦 的 就 是 指 能 从 一 条 曲线 连续 
地 变形 为 第 二 条 曲线 。 因 此 图 中 o, o, 是 同 伦 的 ， 但 与 o, 不 同 伦 
(而 这 三 条 曲线 在 C 中 都 是 互相 同 伦 的 ) 。 同 伦 的 严格 说 法 如 下 
定义 。 

GIEB 660, o, 在 避 中 是 同 伦 的 ， 如 果 存在 一 个 连 
续 映射 


T:[0,1] x[0,1] 一 7 
使 得 
T(t,0) =0,(t), 
T(t,1) =0,(t). 
在 柯 西 定理 中 要 求 闭 曲线 e 内 部 要 包含 在 开 集 UV 中 ， 于 是 也 可 o (0-70) 
以 陈述 为 要 求 闭 曲线 o 与 开 集 U 中 某 一 点 同 伦 。 


如 果 C 中 的 区 域 0 中 任意 闭 曲 线 都 与 其 中 的 某 点 同 伦 ， 则 称 区 d 
域 U 是 单 连通 的 ， 直 观 地 讲 就 是 区 域 U 中 没有 “ 洞 "。 例 如 C 就 是 
单 连通 的 ， 而 C - (0,0) 就 不 是 单 连通 的 ， 因 为 C - (0,0) 不 含 原点 。 
下 面 我 们 看 下 推广 柯 西 定理 后 的 一 个 结论 。 


人 和 UC 中 的 单 连通 区 域 ,连续 函数 f;U 一 C 除 
了 在 z 可 能 不 解析 之 外 其 他 处 解析 ，or LU 中 任意 的 逆 时 针 简 单 闭 


曲线 ， 则 
[fade = 0. 
证 明 类 似 于 柯 西 定理 ， 这 里 还 要 保证 即使 ,恰好 在 o 上 定理 也 
要 成 立 。 


上 面 的 讨论 引出 了 下 述 定理 。 

GED ( 柯 西 积分 公式 ) 设 U 是 C 中 的 单 连通 区 域 ， 
HA f,U>C EU 内 解析 ,or 是 U 中 的 逆 时 针 简 单 闭 曲 线 。 则 对 任 
Bo 内 部 的 点 z 有 

Ly f(z) 
Haje si LORN 


Tile z — Zo 
这 个 定理 表示 解析 函数 在 一 个 区 域内 部 任意 点 的 函数 值 可 以 通过 该 
函数 在 区 域 的 边界 上 的 值 求 得 。 
证 明 定义 函数 
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fafa) a 
g(z) = TE a E 


(a) Z = Zoo 
由 f(z) 的 解析 性 定义 知 
a f(z) -fl%) 
a are 


可 知 glz) EE SAI, HART Ez, 处 可 能 不 解析 之 外 在 其 他 处 
均 解 析 。 则 由 上 面 的 柯 西 定理 的 推广 结论 可 知 | g(z)dz = 0。 那么 ， 


于 是 有 
[ fe TC 


oZ — Zo a Z — Zo 


通过 计算 右面 的 积分 ， 把 o 可 以 变形 (AMW) AY, ADHD, 
158 则 可 以 得 到 结果 为 2mifr(z ) ， 证 毕 。 
事实 上 ， 此 定理 的 逆 也 成 立 。 
GIEB rn 是 一 条 送 时 针 简单 闭 曲 线 ， 函 数 亡 r 一 C 在 
上 连续 。 通 过 下 式 


dz。 


flz0) = | Ae) 4, 


277i oZ— Zy 
将 函数 1 延 拓 到 og HAR, HP, 是 er 的 内 部 的 点 。 则 延 拓 后 的 函 
ffi o 的 内 部 解析 ， 并 且 更 进一步 有 /将 无 限 次 可 导 
f(a) = | AO as 


2milo (z =z)" z 
在 大 多 数 复 分 析 书 上 都 有 其 完全 的 证 明 ， 我 们 只 粗略 说 明 为 什么 时 
数 P(z) 能 写成 路 径 积分 


二 -| f(z) 


271 (z=) 


为 简便 ， 我 们 改写 一 下 符号 
f(z) = =| LF a, 


2TiJec w — z 


oO 


那么 
f(z) = 42) 
=) 
>- 
= i 
成 立 。 


这 个 定理 在 开始 时 并 没有 要 求 f:o 一 C 在 co 上 解析 ， 事 实 上 这 个 
定理 表明 可 以 用 任意 的 在 简单 闭 曲线 上 连续 的 函数 来 构造 出 一 个 在 
其 内 部 解析 的 函数 。 在 上 面 的 说 明 过 程 中 ,没有 严格 证 明 可 以 把 求 


导 亿 和 积分 号 调换 ， 因 此 只 能 算是 一 个 粗略 的 证 明 。 


9.4 Ee 


多 项 式 是 一 类 很 好 的 函数 ， 它 们 易于 求 微分 也 易于 求 积 分 。 
如 果 我 们 只 需要 处 理 多 项 式 该 多 好 。 而 事实 并 非 总 是 如 愿 ， 即 使 
是 基本 的 如 同 ee ，logz 这 样 的 函数 也 并 非 多 项 式 。 不 错 的 是 ， 在 
这 节 我 们 将 看 到 所 有 解析 函数 几乎 就 是 多 项 式 ， 准 确 地 说 是 “ 美 
化 的 多 项 式 ”， 也 就 是 我 们 说 的 震级 数 。 这 节 我 们 主要 证 明 下 面 
定理 。 
Seep 设 辽 是 C 中 的 开 集 ， 函 数 户 [一 C E U AA zo 
解析 ， 当 且 仅 当 f 在 z 的 一 个 邻 域内 可 以 展开 为 一 致 收 伊 需 级 数 


f) = da, (z- 2)", 


RY A BAS RIAA RBM (PP “LL SAR”), 
如 果 


f(z) = da, (z - 29)" 


=a, +a (z-z) +a,(z-%)? +, 
可 以 得 到 
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f(%) =a, 
f(z) =a, 
fe) =2a,, 


Ry =k! ako 
于 是 有 


< 
fizy'= uar Ca ; 


换 句 话说 ， 上 述 定理 表明 一 个 解析 函数 等 于 它 的 泰勒 级 数 。 

我 们 先 来 说 明 一 个 一 致 收敛 的 窜 级 数 能 定义 一 个 解析 也 数 ， 为 
此 先 快速 回顾 一 下 震级 数 的 基本 知识 ， 然 后 给 出 大 概 的 证 明 。 

GED 设 坟 是 C 中 的 开 集 ， 如 果 对 于 函数 列 贱 :U 一 C 与 
函数 Sf:U>C 满足 对 任意 的 E>0， 存 在 某 个 NW， 使 得 对 于 一 切 mn 达 N， 
有 

If,(z) -fla) | <e, 
对 一 切 zeU MZ, WARS 一 致 收 全 于 f, 

也 就 是 说 我 们 能 保证 到 最 后 所 有 的 f, 都 会 落 在 极限 函数 /的 一 
个 e- 管 中 。 

一 致 收敛 的 重要 性 在 下 面 定理 中 体现 ， 这 个 定理 我 们 将 不 加 证 
明 地 给 出 。 

GIB 设 解 析 函 数列 |f,(z) | 一 致 收敛 于 f:U 一 C。 则 
fz) 同样 是 解析 的 ， 并 且 导 函数 列 |f.'(z) | 将 在 U 上 点 点 收敛 于 极限 
Br Ak oh FH f(z) 

现在 我 们 有 了 函数 列 一 致 收敛 定义 ， 下面 我 们 将 通过 级 数 的 部 
分 和 来 看 下 级 数 的 一 致 收敛 的 意义 。 


N 
如 果 多 项 式 列 1 De thy (z -~2z)"}#C 中 的 开 集 OU 
n=0 


上 是 一 致 收敛 的 ， 则 称 复数 项 级 数 Ya, (z -z6)" 在 C PHAR U 
n=0 
上 是 一 致 收敛 的 (这 里 qa,，z 均 是 复数 )。 
由 上 面 的 定理 ， 又 因为 多 项 式 总 是 解析 的 ， 于 是 可 以 下 结论 : 
如 果 


Fz) = Èa, (z - zo)" 
是 一 致 收敛 级 数 ， 则 f(z) 是 解析 的 。 
现在 来 看 下 为 什么 解析 函数 能 写成 一 致 收 化 的 震级 数 。 上 一 节 
的 柯 西 积 分 公式 能 派 上 大 用 场 了 。 
f 在 有 处 解析 ， 找 一 条 内 部 合 z 的 简单 闭 曲线 。 由 柯 西 积分 公式 ， 
fw) 
flz) = f Eo 


ow- z 
对 曲线 o 内 部 任意 点 z 成立， 


已 经 知道 几何 级 数 | 
Pua t $ -r 
Hiri <1 RA, FRM—WMRI 2-21 <lw-zl4w, z, A 
ae S 1 
w-z WZ j Z 一 20 一 一 
一 2 
i SE). 
W -— Zo n=0\w 一 20 
w 限制 在 闭 曲线 o ooo 那么 么 对 于 满足 1z 一 一 201 本 lw 一 = Zo | 的 zZ 有 {zllz—zol<dis(z0,0)} 
时 fw) 
alee NR 
fw) l dw 
mE en Z = o 
W 一 20 
= tf fel. > (==) 
1 Qar TAE W = 2 u cs 


$ | Ae Ea 


“时 

` mif 

LÈ (z-%)*[ ef 
p 


(w -z 
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得 到 的 结果 是 一 个 一 致 收 伍 因 级 数 。 
当然 ， 上 面 的 证 明 只 是 粗略 的 ， 我 们 没有 严格 地 说 明 调 换 积 分 


号 和 求 和 号 是 可 行 的 ， tama $ (e Aj H- SOK SK E 
而 易 见 ni ne 


mik = Zy An piwe 


J” (z) = 


现在 要 说 的 是 如 果 把 解析 函数 看 成 是 R SR 的 映射 ， 它 也 是 很 
特别 的 。 在 定义 了 保 角 映 射 〈 一 种 能 保持 角度 的 映射 ) 之 后 ， 我 们 
将 看 到 解析 函数 在 其 导数 不 为 零 处 具有 保 角 性 。 这 一 点 通过 柯 西 - 黎 
曼 方程 很 快 就 能 得 出 。 

在 说 保 角 之 前 ， 先 需要 给 曲线 之 间 的 夹 角 以 描述 。 设 

oi:[ -1,1]—-R’ FFB o, (t) = (x(t) ,y(t)), 
o:[ -1,1]—R’, 并 有 o,(t) = (x,(t) ,y,(t)) 
是 平面 内 两 条 可 微 曲线 ， 且 有 交点 o1(0) =o,(0)。 则 两 条 曲线 的 夹 
角 定 义 为 两 曲线 交点 处 切 向 量 夹 角 。 
我 们 来 看 下 两 切 向 量 的 点 积 。 


J mimo 


da, (多 a) (“= 2) 
dr dt \dt’ dé dt’ dt 


_ dxidx, dyidy, 

ETT 
GED $F BH f(x,y) = (u(x,y) ,v(x,y))， 如 果 任 意 
在 点 (如 ,加 ) 相交 的 曲线 01，0, 之 间 的 角度 和 变换 后 的 像 曲线 


flo,) ,os) 之 间 的 角度 相同 ， 则 称 F(x,y) 在 交点 (xo,yo) 处 是 保 角 
的 。 如 下 图 所 示 。 


这 是 保 角 的 。 


这 是 不 保 角 的 。 
解析 削 数 f(z) 在 使 其 导数 不 为 零 的 点 处 保 角 。 
证 明 映射 上 对 于 切 向 量 的 转换 是 对 向 量 乘 上 j 的 Jacobi HF, 
因此 我 们 想 要 证 明 上 述 乘 法 过 程 是 保 角 的 。 
f(z) =f(%,y) =u(x,y) +iv(x,y), 
fÆ zo = (4% 5%) 9 Jacobi #2 
3(xosyo) 到 (za yo) 
Df( xo ,yo) = a ， 
(we) (wg) 
Ox 0 0 dy 0970 


而 f 在 z=(%o,Yo) 处 解析 ， 所 以 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 


Ou ðv 
ox 0 Yo) = ayo Yo) ’ 


ðu ðv 
~ ay 6% ,yo ) = (Xo Joda 
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Jacobi 42% & A% 


0 0 
(wo Yo) z” Yo) 
ENS) = o 


ð 
-3 0) Ja (0990) 
注意 到 这 个 和 矩阵 的 列 是 正 交 的 【〔 就 是 列 向 量 的 点 积 为 0) 。 这 已 经 可 
d 
以 说 明 这 个 乘法 的 保 角 性 了 ， 当 然 要 更 明显 的 话 ， 可 以 验证 于 + 


“m, -m00) E) er poy OLITEN 证 毕 
上 面 的 证 明 用 到 了 柯 西 - 黎 曼 方程 。 从 更 几何 的 角度 来 看 (也 是 
更 加 粗略 的 角度 ) ， 实 际 上 要 求 极限 
A +h) -f(z0) 
/0 h 


存在 对 于 /如 何 改 变 有 着 严格 的 限制 。 
反 过 来 对 于 保 角 映射 我 们 可 以 得 到 (推导 过 程 不 再 叙述 ); 如 果 
SRR AMA, MRR Sf RMIT, RAS RLS MT, EB 
fix) aula) + CET OETA 


9.6 cae ee: 


KE D, D, Zl] WFR FF E — PR AA BRT D > D,, WEEK 
W D, D, 是 保 形 等 价 的 。 如 果 这 样 的 f 存 在 ， 则 了 的 反 函 数 也 是 
保 角 的 。 由 于 保 角 性 基本 就 意味 着 解析 ， 因 此 如 果 两 个 区 域 是 保 
形 等 价 的 ， 对 于 它们 运用 复 变 函数 的 工具 没有 什么 区 别 。 

鉴于 解析 映射 比较 特殊 ， 下 面 有 简捷 的 定理 来 判断 两 个 区 域 是 
否 是 保 形 等 价 的 。 

(AEM) 两 个 单 连通 区 域 如 果 都 不 等 价 
于 C 就 是 保 形 等 价 的 。 

(回忆 下 单 连 通 的 定义 ) 上 面 的 结论 经 常会 被 这 样 陈述 ， 对 于 不 
等 价 C 的 单 连通 区 域 D， 存 在 一 个 一 对 一 的 保 角 映射 将 D 映 成 单位 
圆 盘 。 即 左上 图 保 形 等 价 于 左下 图 。 

然而 黎 曼 映射 定理 并 没有 告诉 我 们 如 何 求 出 想 要 的 保 角 映 射 矿 
事实 上 ， 找 出 上 是 需要 技巧 的 。 标 准 的 方法 是 先 找 出 区 域 到 单位 圆 盘 


W0 


的 保 角 映射 。 为 此 我 们 写 了 几 种 这 样 的 映射 以 及 其 递 映射 。 
例如 ， 者 虑 右 半 平 面 D -|zeClRe(z) >0| ， 函 数 


NN 


就 将 D 映 成 单位 圆 盘 。 可 以 通过 它们 的 边界 来 验证 y 轴 被 映 成 了 单 
位 圆 。 这 个 映射 的 逆 就 是 其 本 身 。 

由 于 黎 曼 映射 定理 ， 任 意 单 连通 区 域 上 的 理论 可 以 简单 地 转换 
到 圆 盘 上 ， 这 也 是 为 什么 复 变 函数 投入 大 量 精 力 研究 单位 圆 盘 上 的 
PR AAS J Al 

多 变量 的 复 变 理论 大 多 数 都 十 分 复杂 ， 很 大 程度 上 就 是 因为 在 
高 维度 的 时 候 没 有 类 似 黎 曼 映 射 定理 的 理论 ,许多 C" 中 的 单 连通 区 
域 并 不 保 形 等 价 。 


o. eee 只 托 格 基 定理 


设 f(z),…,z,) 是 nn 维 复 变 函数 。f 是 全 纯 的 (或 解析 的 )， 如 果 
f(z1，…,z,) 关 于 每 个 变量 zx 都 是 全 纯 的 。 虽 然 单 复 变 函数 的 很 多 性 
质 可 以 搬 到 多 复 变 函 数 上 ， 但 二 者 仍 有 深刻 区 别 。 区 别 从 哈 托 格 斯 
定理 开始 讲 ， 这 也 是 本 节 主 要 内 容 。 


考虑 单 复 变 函 数 /(z) = 二 。 该 函数 除 在 原点 没有 定义 之 外 ， 在 
别处 者 解析 。 像 这 样 只 在 一 点 不 解析 的 单 复 变 函数 很 容易 找到 ， 屠 
么 对 于 多 复 变 函数 呢 ? 会 存在 f(z ，,…,z,) 只 在 一 点 不 解析 吗 ? 哈 托 


格 斯 定理 说 明了 这 样 的 函数 是 不 存在 的 。 
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GD (SHEMET) 设 U 是 C" 上 的 连通 开 域 ,，V 
是 UU 上 的 连通 紧 集 。 则 任意 的 在 局 -中 上 的 解析 函数 可 以 延 拓 到 整 
Ae See 

这 当然 包含 了 了 是 单 点 的 情形 。 我 们 下 面 要 粗略 证 明 这 种 特殊 
情形 下 的 哈 托 格 斯 定理 ， 在 此 之 前 先 考虑 这 样 一 个 问题 一 是 否 存 
在 满足 某 种 条 件 的 连通 开 域 U 使 得 在 其 中 存在 解析 函数 不 能 延 拓 到 
更 大 的 开 域 上 。 如 果 存 在 ， 那 么 这 样 的 U 被 称 为 全 纯 域 。 哈 托 格 斯 
ZAMATU- | 孤立 点 | 这 样 的 域 不 是 全 纯 域 。 事 实 上 ， 全 纯 
域 有 一 个 清晰 的 与 其 边界 有 关 的 几何 条 件 (准确 地 说 是 其 边界 要 是 
伪 凸 的 ) 。 哈 托 格 斯 定理 开创 了 多 复 变数 的 新 世界 。 


AIH ME AR Ee wap 


f, g 均 为 解析 的 ， 作 为 可 能 的 反例 。 如 果 我 们 能 找到 一 个 解析 函数 g 
在 一 个 孤立 点 甚至 是 一 个 紧 集 上 有 零点 ， 则 哈 托 格 斯 定理 就 为 假 。 
因为 哈 托 格 斯 定理 实际 就 是 说 一 个 多 元 解析 函数 不 能 在 孤立 点 处 有 
零 。 事 实 上 ， 这 样 的 研究 产生 了 许多 代数 和 分 析 几 何 的 理论 。 

现在 对 哈 托 格 斯 定理 粗略 证 明 。 为 简化 ， 假 设 

U=|(z,w)1lzl <1,lwl <1}, 

Y= 1(0,0)}1。 我 们 将 用 到 这 一 事实 : 如 果 两 个 解析 函数 在 连通 区 域 
U 的 一 个 子 开 集 中 是 相等 的 ， 则 它们 在 整个 UU 上 相等 (这 个 的 证 明 
类 似 于 单 变量 复 分 析 中 的 对 应 结论 的 证 明 ， 我们 将 在 本 章 练 习 中 遇 
到 )。 

KR f(z,w) ZEU- (0,0) EM RAT BH, RATA f(z,w) 3% 
为 整个 UU 上 的 解析 函数 。 考 虑 集合 z=c， 其 中 Cc 是 一 个 常数 ,满足 
lel <1， 则 集合 


(z=c)N(U-(0,0) ) 
是 半径 为 1 的 开 圆 盘 ， 如 果 c 头 0。 如果 c =0 就 是 原点 有 洞 的 开 圆 
x, == 
1 Z0 
F(z,w) = sl, Po 
这 就 是 我 们 想 要 的 扩展 。 首 先 F(z,w) 在 所 有 局 上 的 点 都 有 定义 ， 包 
括 原点 。 因 为 变量 z 在 积分 中 不 变化 ， 由 柯 西 积分 公式 知 下 (z,mW) 关 
Fw, Rf(z,w) KT z ARM, HA F(z,w) 关 于 zz 是 解 


析 的 ， 因 此 F(z,w) 在 整个 U 上 和 解析。 但 再 运用 柯 西 积分 公式 ， 我 们 
so 4 240K, F=f, 因为 两 个 解析 函数 在 了 的 一 个 开 集 相等 ， 所 
以 在 U-(0,0) 上 相等 。 

一 般 情况 下 的 证 明 是 类 似 的 。 


由 于 复 分 析 有 许多 应 用 ， 有 很 多 入 门类 的 教材 着 重 叙述 其 各 个 
方面 。 由 Marsden 和 hoffman 写 的 《 复 分 析 基 础 》 (Basic Complex 
Analysis) [83] 是 一 本 绝 佳 的 入 门 书籍 。Palka 写 的 《 复 变 函数 理论 
导论 》 (An Introduction to Complex Function Theory) [92] 同样 十 分 不 
错 。Greene 和 Krantz 的 《 单 变 量 复 变 函数 论 》 (Function Theory of 
One Complex Variable ) [49] 是 最 近 的 一 本 。 想 要 迅速 入 门 那 就 去 看 
Spiegels 的 《 复 变量 》 (Complex Variables) [101], 其 中 介绍 了 极其 
丰富 的 实用 问题 。 

同样 有 许多 研究 生 的 复 分 析 课本 ， 从 开始 讲 起 但 是 深入 很 快 。 
Ahldfor 写 的 一 本 书 [1] 正 是 这 样 的 。 它 用 很 抽象 的 观点 解决 问题 ， 
反映 了 写作 时 期 (20 世纪 60 FR) WAAR, SSK HH 
究 生 新 生 课本 地 位 的 是 Conway 的 《 单 变量 复 变 函 数 》 (Functions of 
One Complex Variable ) [21]。 最 近 的 由 Berenstein 和 Gay 撰写 的 一 
本 书 [8] 给 予 复 分 析 一 个 现代 框架 。 对 于 多 复 变 函数 Krantz 的 《多 
变量 函数 论 》 ( Function Theory in Several Variables) [77] 是 一 本 不 
错 的 引导 书籍 。 

复 分 析 有 可 能 是 大 学 本 科 最 美妙 的 数学 学 科 ， 不 论 是 Krantz 的 
《 复 分 析 从 几何 观点 看 》 (Complex Analysis: The Geometric Viewpoint 
) [78], 还 是 Davis 的 《 施 瓦 兹 函数 及 其 应 用 》 (The Schwarz Func- 
tion and its Applications ) [25] 作为 课本 都 展示 了 复 分 析 的 一 些 奇妙 
内 涵 和 复 变 函 数 如 何 能 自然 地 联系 其 数学 的 各 个 分 支 学 科 。 


1. 设 z=x +iy, LEAH pa aX 
f(z) =f(x,7) =F 
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不 是 解析 的 ， 并 且 当 za =0，, 闭 曲线 o 是 以 原点 为 圆心 ， 半 径 为 1 的 
圆 时 不 满足 柯 西 积分 公式 
Ra) = yal, A 

2. 除了 练习 1 中 的 函数 外 ， 请 写 出 一 个 不 解析 的 函数 。 提 示 : 
如 果 你 考虑 将 f(z) 看 成 是 两 个 变量 的 函数 /f(x,y) =u(x,y) +iv(x, 
y) ， 你 几乎 可 以 随意 选择 u, vo 

3. 设 /(z) 和 g(z) 是 两 个 解析 函数 ， 并 且 在 闭 曲 线 o 上 的 每 一 点 
都 相等 ， 证 明 对 于 所 有 在 闭 曲线 e 内 部 的 点 z 两 函数 也 相等 。 提 示 : 
先 假设 g(z) 是 零 函 数 ， 那 么 f(z) 在 闭 曲 线 o 上 也 必须 为 零 ， 再 去 证 
AA f(z) 在 闭 曲 线 内 部 也 必须 为 零 。 

4. 找 一 个 一 一 映射 ( 且 保 角 )， 将 单位 圆 盘 | (x,y) 1x +y <1| 
映射 成 平面 第 一 象限 | (x,y) lx >0,y >01， 


ge oS Ww 


5. Hz, %, 2, 是 三 个 相 异 的 复数 ， 证 明 可 以 找到 wa， b, c, d 
满足 ad - bc =1， 使 映射 
az+b 
cz+d 


# T(z) =0,，7T(z,) =1, T(z,) =2, 并 且 这 样 的 a，b，c，d 是 唯一 
的 ， 除 了 分 别 乘 以 -1 之 外 。 


6. 以 如 下 方式 计算 积分 一生 


T(z) = 


Ege 
a. 计算 
[ dz 
y1 eer 
4 这 里 yay, +y 是 一 个 复 平面 上 的 闭 曲线 ， 
两 个 构成 部 分 分 别 是 
= y, ={Re”10<6n} , 


y, ={(~%,0) ERI -R<x<R}, 
b. 证 明 


c. 计算 


(这 个 典型 问题 展示 了 怎么 去 计算 较 难 实 积 分 ， 如 果 你 使 用 留 数 ， 这 
个 积分 会 容易 计算 许多 。) 
7. 构造 一 个 保 角 映射 将 单位 球 (去 掉 北 极点 ) 映 成 复 平面 。 考 
虑 球体 S = | (x,y,z) le +y +27 =1}, 
a. 证 明 映 射 
T:S - (0,0,1)—C, 


T(x,Y,2) seth ad 


是 一 个 一 一 映射 ， 并 保 角 。 

b 我 们 可 以 将 复 平 面 看 成 是 R 中 的 z=0 平面, 证明 上 述 映射 
实际 是 将 点 (x*,y,z) 映 射 成 过 (*,y,z) ,(0,0,1) 的 直线 与 z=0 平面 的 
Mo 

c. 说 明 通 常 将 单位 球 与 CU 0 等 价 的 合理 性 。 


(0,0,1) 


[RT 


l-z 
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可 数 性 和 选择 公理 都 与 “无 穷 ” 的 观念 牵扯 在 一 起 。 比 如 整数 
集 Z 和 实数 集 R 都 是 无 穷 集 合 ， 我 们 将 看 到 实数 集 的 元 素 个 数 是 要 
严格 多 于 整数 集 的 。 我 们 再 转 过 来 看 选择 公理 ， 对 于 有 限 集合 来 说 
它 十 分 直 白 ， 根 本 不 是 公理 ， 而 对 于 无 限 集 来 说 它 意 义 深 刻 并 且 与 
其 他 数学 公理 独立 。 选 择 公理 甚至 能 推出 一 些 令 人 惊奇 的 似乎 有 悖 
常理 的 结论 。 比 如 ， 我 们 将 看 到 选择 公理 推导 出 不 可 测 的 实数 集 的 
存在 。 


无 限 也 是 可 以 分 量 的 大 小 ， 阶 次 的 不 同 ， 这 十 分 关键 。 首 先 要 
正确 定义 什么 时 候 两 个 集合 大 小 相同 。 

EM 10.1.1 如 果 在 集合 4 与 集合 |1,2,3,…,n| 之 间 存 在 
一 个 一 一 映射 ， 则 称 集合 A 是 有 限 的 ， 并 且 势 是 nn， 如 果 集 合 A 与 集 
合 N= |1,2,…| 之 间 存 在 一 一 映射 ， 则 称 集合 4 是 无 限 可 数 的 ， 有 
限 和 无 限 可 数 都 称 为 可 数 。 如 果 集 合 4 既 不 是 空 集 又 不 是 可 数 的 则 
称 为 不 可 数 。 例 如 集合 |a,b,c| 是 有 限 的 且 有 3 个 元 素 。 困 难 之 处 在 
于 无 限 情形 。 比 如 正 偶 数 集 2N = |2,4,6,8,…| 是 包含 于 自然 数 集中 
的 ， 但 二 者 有 相同 的 大 小 ( 即 相 同 的 元 素 个 数 ) ， 这 是 因为 它们 都 是 
无 限 可 数 的， 一 个 显而易见 的 一 一 映射 /(n) =2n 

f:N—2N 

将 正 偶 数 集中 的 元 素 与 自然 数 集 的 元 素 一 一 对 应 ， 如 左 图 。 
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集合 10,1,2,3,…| 也 是 无 限 可 数 的 ， 可 以 找到 一 一 映射 f:N 一 


a 29 4 s 
10,1,2,3,…| ， 例 如 Ap: 
fn) =n -1 HEITT- 
也 将 它 与 自然 数 一 一 对 应 ， 如 右 图 所 示 。 12345 6 
同样 ， 整 数 集 也 也 是 无 限 可 数 集 ， 显 然 映 射 为 EE Ep 
n ae s oa ee 
> n ’ 
fn) = (ke 10,1,2,-"1) IEU 
azl n=2k+1, 123456 7 
2 
如 右 图 所 示 ， 图 示 比 实际 函数 可 以 更 形象 地 反映 。 
有 理 数 集 
ae 


同样 是 无 限 可 数 的 ， 下 面 图 示 表 明了 正 有 理 数 是 无 限 可 数 的 。 


每 一 个 正 有 理 数 都 会 出 现在 上 面 数列 中 ， 每 个 数 都 有 自己 出 现 的 序 
号 ， 即 与 自然 数 的 对 应 。 
事实 上 ， 我 们 有 下 面 定 理 。 


设 A4,，B 是 两 个 无 限 可 数 集合 ， 则 笛 卡 儿 积 Ax 
B 也 是 无 限 可 数 集 。 


证 明 因为 4，B 都 存在 与 自然 数 集 N 之 间 的 一 一 对 应 ， 故 我 
们 只 需 证 明 NxN 是 无 限 可 数 的 。 对 于 NxN=|(n,m)ln,meN|， 
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如 下 图 所 示 。 


(1,6) 


用 代数 方法 ， 可 以 看 到 映射 


Firma) _{n taste +m-1) hes 


是 满足 
f:NxNON 
的 一 一 映射 。 证 毕 。 
注意 到 N xN 与 N 有 相同 大 小 这 一 事实 ， 这 与 有 限 集 情形 形成 
鲜明 对 比 ， 例 如 三 元 素 集 4 = {a,b,c}, MAxA 是 九 元 素 集 | (a,a)， 
(a bY (we) ,es 
有 许多 无 限 集 严格 地 大 于 自然 数 集 ， 比 如 说 实数 集 ， 它 是 不 可 


数 的 。 
我 们 将 给 出 著名 的 康 托 对 角 线 来 证 明 区 间 [0,1] 间 的 实数 是 不 
可 数 的 。 


[0, 1] 不 可 数 。 

证 明 用 反 证 法 ,假设 存在 一 一 映射 /:N 一 [0,1] ， 然 后 去 找 一 
个 实数 ， 它 在 [0,1] 中 但 不 在 像 集 中 ,于 是 就 与 1 是 满 射 相 矛 盾 。 
[0,1] 间 的 每 个 实数 都 可 写成 十 进 制 形式 

0 
这 里 x 是 0 到 9 的 数字 。 为 使 写法 唯一 ， 我 们 把 0.32999 … 记 
为 0.33。 
现在 假设 /:N_*[0,1] 是 如 下 一 一 映射 
fA) =0. a,a,a,°°-, 
f(2) =0. bibby, 
KIJ =O ereen 
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f(4) =0. did,d;…, 
f(5) =0. eje,es'…, 
等 等 ， 这 里 的 小 数位 全 是 固定 的 菜 个 0 到 9 的 数字 。 
我 们 能 构造 出 一 个 新 的 实数 0. N,N,NyN… 不 在 上 述 的 数列 中 出 
现 ， 即 与 1 是 满 射 相 矛盾 。 令 | 
4, f( 上 ) 的 第 上 位 小 数 不 等 于 4， | 
* 【5，f(k) 的 第 上 位 小 数 等 于 4。 | 
(实际 上 ，4，5 这 两 个 数 不 是 关键 ， 任 意 选 两 个 不 同 的 0 到 9 的 数 都 | 
可 以 ) | 
于 是 可 以 知道 
0. N,N,N; #0. al … =f(1), 
0. N, N,N,- 40. b,b, =f(2) , 


BRAY f(k) MLALH, mo. N NNN, KEEFE SK), È 
味 着 太 不 是 满 射 。 因 此 也 不 会 存在 自然 数 到 实数 的 一 一 映射 ， 实 数 集 
显然 非 空 ， 于 是 实数 集 是 不 可 数 的 。 


什么 是 数学 的 研究 对 象 ? 这 一 问题 在 18 世纪 后 半 叶 和 19 世纪 
前 半 叶 是 一 个 深刻 的 争论 话题 。 现 在 它 被 部 分 解决 了 ， 其 中 部 分 是 
因为 哥 德 尔 的 逻辑 学 方面 的 工作 ， 部 分 是 大 家 都 为 之 精疲力竭 了 。 
对 于 数学 对 象 来 说 ， 到 底 是 只 有 当 有 算法 可 以 明确 地 构造 出 它 来 时 
才 算 存在 ， 还 是 只 要 假设 数学 对 象 存在 而 不 会 引发 矛盾 就 可 以 ， 即 
便 不 能 找 出 一 个 例子 。 构 造 性 证 明和 存在 性 证 明之 间 的 紧张 状态 在 
19 世纪 30 年 代 由 于 复杂 性 理论 的 发 展 而 有 所 缓解 。 构 造 性 阵营 由 克 
YT (Kronecker) (1823 一 1891) ， 布 劳 沃 〈Brouwer) (1881—1966 ) 
和 毕 晓 普 (Bishop) (1928—1983) 领头 ， 存 在 性 阵营 由 希 尔 伯 特 
Hilbert (1862—1943) 为 代表 。 后 者 赢得 了 胜利 ， 使 绝 大 多 数 数学 家 
相信 所 有 数学 理论 可 以 由 一 个 正确 的 集合 论 基 础 建立 起 来 。 这 个 正 
确 的 集合 论 通常 被 认为 是 一 个 被 称 为 策 梅 洛 - 弗 兰 克 尔 ( Zermelo- 
Fraenkel) 加 选择 公理 的 公理 体系 (这些 公理 参见 Paul Cohen 的 Set 
Theory and the Continuum Hypothesis [20] 第 2 章 1，2 节 )。 事 实 是 很 
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少 有 数学 家 能 写 下 这 些 公 理 的 内 容 ， 说 明 我 们 工作 的 信心 也 非 来 源 
于 此 。 更 准确 地 说 ， 这 些 公 理 产 生 的 结论 已 为 我 们 熟知 。 这 一 节 我 
们 将 非 正 式 地 讨论 集合 论 并 给 出 策 梅 洛 -罗素 悖 论 ， 这 一 悖 论 将 告诉 
我 们 在 理解 集合 时 应 该 足够 小 心 。 

朴素 集合 论 的 想法 是 很 不 错 的 ， 这 里 有 一 个 集合 ， 其 元 素 有 着 

某 个 共同 的 性 质 ， 

{nin 是 偶数 | ， 
这 样 的 集合 再 合理 不 过 。 集 合 基本 的 运算 是 交 ， 并 ， 补 。 我 们 现在 
来 看 怎么 从 集合 建立 整数 。 

对 于 给 定 的 集合 4， 总 能 构造 新 集合 14} ， 这 个 集合 只 有 一 个 元 
素 ， 就 是 集合 4 本身。 定义 后 继 集 4* =4U 141。 于 是 如 果 *e4+， 
WW xeAMKx= {A}, 

先 看 空 集 名 ， 将 这 个 集合 记 为 整数 0， 那么 再 将 其 后 继 集 记 
为 1。 

Lae ei. 
再 把 空 集 的 后 继 集 的 后 继 集 记 为 2， 
2={S*}*={9, {Sh}, 
这 样 一 直下 去 ， 把 集合 n 的 后 继 集 记 为 n+1。 

将 后 继 看 成 是 加 1， 于 是 相应 地 我 们 可 以 通过 将 后 继 转换 为 循环 
的 加 减 乘除 运算 而 轻松 不 少 。 

不 幸 的 是 ， 如 果 一 直 这 样 做 下 去 在 朴素 集合 意义 下 会 导致 矛盾 。 
我 们 下 面 构造 出 一 个 看 起 来 是 一 个 集合 ， 但 实际 不 存在 的 集合 。 
时 候 某 些 集合 会 是 自己 本 身 的 元 素 〈 至 少 我 们 在 朴素 集合 里 会 遇 到 ， 
在 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集合 论 中 有 许多 机 制 去 避免 有 关 这 样 集合 的 假设 
出 现 )。 + 

X={AlA¢A}, 
集合 X 是 所 有 不 包含 自身 的 集合 的 集合 ， 那 么 集合 天 是 否 为 其 自身 
的 一 个 元 素 呢 ? WR XE X, WAX HEL, OMBX EX, BRA 
行 。 但 如 果 邢 eX， 那 就 有 XeX， 于 是 这 样 就 矛盾 了 。 这 里 问题 就 
是 能 否 承认 巨 是 集合 。 这 就 是 策 梅 洛 -罗素 悖 论 。 

不 要 认为 这 是 一 个 琐碎 的 小 问题 。 罗 素 (1872—1970) 在 他 的 
自传 中 写 到 当 他 一 开始 发 现 这 个 问题 时 他 认为 这 很 容易 ， 可 能 吃 完 
晚饭 在 夜里 就 解决 掉 了 。 但 到 了 第 二 年 他 仍 在 这 个 问题 中 苦 苦 挣扎 ， 
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以 至 于 他 必须 改变 全 盘 的 策略 ， 不 去 用 集合 论 而 是 发 展 类 型 论 。 类 
型 论 和 集合 论 并 无 理论 上 的 优 劣 之 分 ， 只 是 数学 家 将 数学 建立 在 了 
集合 论 的 基础 上 ， 这 可 能 是 有 历史 的 原因 ， 第 二 次 世界 大 战 时 期 德 
国 的 数学 家 逃难 到 美国 ， 也 把 集合 论 传 给 了 美国 数学 家 ， 例 如 德国 
数学 家 策 梅 洛 (1871 一 1953 ) 。 

当然 一 般 你 不 用 太 在 意 集 合 论 中 的 定义 ， 但 当 你 的 集合 与 它们 
自身 有 关 的 时 候 就 要 足够 小 心 了 ， 就 像 上 面 的 例子 一 样 ， 有 时 候 会 
变 得 十 分 困难 。 


DE sran 


我 们 选择 了 一 些 命 题 作 为 集合 论 的 公理 ， 这 些 公理 生成 了 我 们 
熟知 的 结论 ， 我 们 一 如 既往 地 想 让 这 些 公理 不 说 自明 ， 大 体 的 情况 
也 是 这 样 。 很 少 有 公理 会 引起 争议 ， 除 了 选择 公理 。 

(选择 公理 ) 设 |X。| 是 一 族 非 空 集合。 那么 存 
在 一 个 集合 耳 包含 每 一 个 集合 下 ,中 的 一 个 元 素 。 

对 于 有 限 的 一 组 集合 ， 这 显然 正确 并 且 一 点 不 具有 公理 性 ( 它 
能 由 其 他 公理 来 证 明 ) 。 例 如 设 不 = |a,b| ,X,=|c,d| ， 当 然 存在 一 
个 集合 包含 这 两 个 集合 的 各 一 个 元 素 ， 例 如 令 和 = {a,c}, 

困难 出 现在 集合 个 数 无 限 的 情形 (或 者 可 能 是 无 限 不 可 数 的 情 
形 ) ， 选 择 公理 没有 给 出 找 出 这 种 集合 下 的 方法 ， 只 是 强制 规定 它 存 
在 。 于 是 这 也 导致 了 当 你 需要 运用 选择 公理 去 证 明 某 个 对 象 的 存在 
性 时 你 永远 不 能 实际 地 把 它 构造 出 来 ， 换 名 话说 ， 你 只 是 知道 它 存 
在 而 已 。 

第 二 个 难处 不 在 于 选择 公理 的 正确 性 而 是 在 于 你 把 它 作 为 公理 
的 需要 。 在 1939 年 ， 库 尔 特 哥 德尔 证 明了 选择 公理 是 与 其 他 公理 相 
容 的 ， 也 就 是 说 用 选择 公理 不 会 产生 矛盾 。 到 了 20 世纪 60 年 代 初 ， 
保罗 .科恩 [20] 证 明了 选择 公理 与 其 他 公理 的 独立 性 ， 说 明 不 能 
从 其 他 公理 推导 出 选择 公理 ， 选 择 公 理 作为 公理 当之无愧 ， 然 而 需 
要 注意 的 是 我 们 也 可 以 假设 选择 公理 是 错 的 ， 但 同样 没有 矛盾 产生 。 

第 三 个 难处 在 于 选择 公理 的 等 价 命题 ， 有 一 些 是 十 分 怪异 的 ， 
这 些 命题 可 以 参考 Howard 和 Rubin 写 的 选择 公理 的 结论 一 文 (Con- 
sequences of the Axiom of Choice [62] ) 。 其 中 有 一 个 等 价 结论 是 下 面 一 
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节 的 主题 。 


注意 : 这 一 节 需 要 了 解 实数 的 勒 贝 格 测度 知识 。 特 别 是 

© 如 果 集 合 4 是 可 测 的 ， 则 A 的 测度 等 于 其 外 测度 m* (4)。 

。 如 果 集 合 4, ，4,，… 均 不 相交 并 且 可 测 ， 则 其 并 集 也 可 测 ， 
并 有 


sieua 


第 二 条 的 想法 来 源 于 (比如 我 们 有 两 个 紧 换 着 的 集合 ) 长 度 分 别 是 
a, b， 那 么 总 集合 的 长 度 应 该 为 a +5。 同 样 ， 这 个 例子 很 像 Royden 
的 《Real Analysis》 书 中 不 可 测 集合 的 例子 。 

我 们 将 找到 一 列 不 相交 的 集合 4 ，4,，…， 其 并 集 为 [0,1]。 
每 一 个 都 有 相同 的 外 测度 ， 因 此 如 果 它 们 可 测 则 有 相同 的 测度 。 单 
位 区 间 [0,1] 的 勒 贝 格 测度 是 其 长 度 ， 故 有 


= È ml), 

如 果 每 一 个 4, 都 是 可 测 的 ， 并 测度 相同 ， 则 上 式 意味 着 我 们 可 以 把 
某 一 个 数 加 上 自己 ， 这 样 做 无 穷 多 次 其 结果 等 于 1， 这 是 荒 雇 的 。 如 
果 一 个 级 数 收敛 ， 则 每 一 项 应 该 收银 于 0。 它 们 当然 不 会 是 相同 的 。 

这 节 关 键 是 我 们 需要 利用 选择 公理 找到 这 些 集合 4 ， 当 然 不 是 
真 的 “找到 ”， 事 实 上 ， 这 些 集合 不 被 实际 构造 出 来 ， 只 是 被 申明 
存在 。 

我 们 称 单位 区 间 [0,1] 中 的 两 个 数 *，y 是 等 价 的 ， 如 果 满 足 
x 一 y 是 一 个 有 理 数 ， 记 为 x 三 y。 可 以 验证 这 是 一 种 等 价 关 系 (等 价 
关系 的 基本 性 质 见 本 书 附录 ) ， 于 是 这 种 等 价 关 系 可 以 将 单位 区 间 分 
成 不 相交 的 等 价 类 。 

现在 对 这 些 分 离 的 等 价 类 使 用 选择 公理 。 设 集合 A 包含 从 每 一 
个 等 价 类 中 选 出 的 元 素 。 那 么 集合 4 中 任意 的 两 元 素 之 差 不 可 能 为 
一 个 有 理 数 。 注 意 到 我 们 不 可 能 对 集合 4 有 一 个 清晰 的 描述 ， 我 们 
也 无 法 知道 一 个 给 定 的 实数 是 否 是 属于 4 的 , 但 是 由 于 选择 公理 ， 
我 们 知道 集合 4 是 存在 的 ， 马 上 我 们 将 看 到 集合 4 是 不 可 测 的 。 
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我 们 将 找到 可 数 的 一 组 集合 ， 它 们 与 集合 4 有 相同 的 外 测度 并 

且 它 们 的 并 集 是 单位 区 间 [0,1]。 由 于 [0,1] 中 的 有 理 数 是 可 数 
的 ， 我 们 可 以 将 它们 列 成 一 列 m，m ，r,，…。 为 方便 我 们 假设 r = 
0， 对 于 每 一 个 有 理 数 瑚 ， 令 

A, =A +r;(mod 1) 
于 是 集合 A, 中 元 素 的 形式 是 

aSr = (a +r) 的 整数 部 分 。 

特别 地 ，4 =A。， 并 且 对 于 所 有 的 i 有 

mt (Av aww" DD, 
这 个 是 不 难 证 明 的 ， 因 为 我 们 对 集合 4 进行 的 是 模 工 平移 。 

现在 我 们 来 证 明 A, 是 互 不 相交 并 且 覆 盖 了 单位 区 间 的 。 假 设 在 
4.n4 中 存在 数 *， 那 么 在 集合 4 HEES a, a 满足 
“ =a, +r,(mod 1) =a, +r,(mod 1), 
IA a, -a 是 一 个 有 理 数 ， 意 味 着 a,=a,， 于 是 i=j。 如 果 ix), MYD 
ANA =Ø, 

现在 令 x 是 单位 区 间 中 的 任意 数 ， 则 一 定 有 在 集合 4 中 的 某 数 a 与 
之 等 价 ， 那 么 在 单位 区 间 [0，1] 中 存在 一 个 有 理 数 x, 使 得 

x=a +r, Ma=x +r, 
成 立 。 不 论 怎样 都 有 xe 4,。 于 是 4; 实际 是 一 组 可 数 的 互 不 相交 集合 
并 且 和 覆盖 了 单位 区 间 。 但 是 我 们 得 到 单位 区 间 的 长 度 是 各 项 相同 的 
无 穷 级 数 


= È n(A.) = È n(A), 
这 是 不 可 能 的 。 因此 集合 4 是 可 测 集 。 


在 关于 数学 对 象 本 质 的 争论 中 ， 所 有 人 都 一 致 同意 正确 的 数学 

应 该 是 相 容 一 致 的 〈 比 如 不 可 能 同时 证 明 一 条 命题 和 它 的 逆 命 题 都 
是 正确 的 ) 。 而 后 发 现 大 多 数 数学 家 都 默认 数学 命题 应 该 是 完备 的 

( 即 任何 命题 都 能 最 终 被 证 明 是 对 的 或 是 错 的 )。 大 卫 : 希 尔 伯 特 
(David Hilbert) 希望 将 这 两 条 要 求 用 严密 的 数学 命题 的 形式 表述 并 
且 可 以 得 到 严格 的 证 明 。 这 种 尝试 被 称 为 形式 主义 。 不 幸 的 是 ， 哥 
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德尔 (K. Gödel, 1906—1977) 在 1931 年 毁灭 了 希 尔 伯 特 学 派 的 这 
一 愿望 。 他 表示 

任何 能 包含 基本 算术 的 足够 强 的 公理 体系 中 一 定 有 既 不 能 证 明 
为 真 也 不 能 证 明 为 假 的 命题 。 进 一 步 地 ， 例 如 ， 一 个 给 定 的 公理 体 
系 的 本 身 的 相 容 性 既 不 能 被 证 明 为 真 也 不 能 被 证 明 为 伪 。 

这 样 哥 德尔 一 下 子 证 明了 相 容 性 和 完备 性 都 不 能 被 掌控 。 当 然 
没有 人 真正 觉得 现代 数学 会 暗含 矛盾 。 但 在 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集合 论 
中 的 确 有 定理 既 不 能 被 证 明 为 真 也 不 能 被 证 明 为 伪 ， 选 择 公理 就 是 
这 样 的 例子 。 这 样 的 命题 被 称 为 与 其 他 公理 是 独立 的 。 另 一 方面 ， 
许多 未 解决 的 数学 问题 不 太 可 能 在 ZFC ( 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集 合 论 加 
上 选择 公理 ) 公理 体系 中 独立 。 有 一 个 例外 是 P=NP 问题 (将 在 16 
章 讨论 ) ， 它 多 被 认为 与 其 他 的 公理 是 独立 的 。 


多 年 来 集合 论 的 入门 资料 一 直 是 哈 尔 莫 斯 (Halmos) 的 《朴素 集 
合 论 》 (Naive Set Theory [53 ] ) 。 最 近 的 有 Moschovakis 的 《集合 论 摘 
W) (Notes on Set Theory [87] ) 。 介 绍 逻 辑 学 的 有 由 Goldstern and Ju- 
dah 写 的 《不 完备 现象 》 ( Incompleteness Phenomenon [46]). 稍微 深入 
一 点 的 有 Smullyan 写 的 《 哥 德 尔 的 不 完备 理论 》 (Godels’ Incompleteness 
Theorems [100] )。 更 加 简要 ， 层 次 更 高 的 书籍 有 寇 思 (Cohen) 的 《 集 
合 论 和 连续 统 假设 》 (Set Theory and the Continuum Hypothesis [20]) 

Nagel 和 Newman 写 的 《 哥 德 尔 的 证 明 》 (Godel’s Proof [89]) 
是 对 于 哥 德 尔 的 工作 的 介绍 ， 并 且 一 直 很 受 欢 迎 。Hofstadter，Cadel， 
Escher 和 Bach SW [61] 十 分 具有 局 发 性 。 尽 管 准确 地 说 它 不 是 
一 本 数学 书 ， 但 它 的 思想 值得 一 看 。Hintikka 写 的 Principles of Mathe- 
matics, Revisited [60] 令 人 印象 深刻 。 这 里 给 出 了 逻辑 学 的 规划 ， 同 
时 也 包含 了 Hintikka 对 哥 德 尔 工作 成 果 的 博弈 论 解释 。 


1. 证 明 集 合 


lax +bx +cla,b,cE Q} 
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是 可 数 的 ， 其 中 的 元 素 是 系数 为 有 理 数 的 一 元 二 次 多 项 式 。 

2. 证 明 所 有 系数 为 有 理 数 的 一 元 多 项 式 是 可 数 的 。 

3. 证 明知 级 数 集合 

{dy +4,% +a,x +- lag, aa, EQ} 
是 不 可 数 的 。 

4. 证 明 元 素 是 由 0 和 2 组 成 的 无 限 序列 的 集合 是 不 可 数 的 。( 这 
个 集合 被 用 来 证 明康 托 集 是 不 可 数 的 ， 我 们 会 在 第 12 章 定 义 ) 

5. 在 第 2 节 中 ， 所 有 自然 数 被 定义 成 了 集合 ,加 1 的 运算 也 被 
定义 了 。 请 给 出 加 2 的 定义 以 及 加 一 切 所 有 数 的 定义 ， 并 运用 此 定 
义 证 明 2 +3 =3 +2, 

6. (困难 ) 集合 5 称 为 部 分 有 序 的 ， 如 果 存 在 一 个 运算 “ <” 
使 得 对 于 给 定 的 集合 中 的 两 元 素 *，y; 有 x <y，y<xw，x =y 或 ，y 
没有 关系 。 例 如 5 是 实数 集 ， 运 算 “ < ”解释 为 小 于 号 ， 实 数 集 就 
被 建立 了 一 个 完全 的 次 序 。 如 果 5 是 某 个 集合 的 一 切 子 集 的 集合 ， 
“ <” 解释 为 集合 的 包含 ， 那 么 就 是 部 分 有 序 的， 它 不 是 完全 有 序 
的 ， 因 为 任意 的 两 个 子 集 不 一 定 要 有 包含 关系 。 一 个 部 分 有 序 的 集 
合 称 为 偏 序 集 。 

BS 是 一 个 偏 序 集 ， 偏 序 集 S 上 的 一 个 链 是 一 个 $ 的 全 序 子 集 ， 
即 其 上 的 部 分 有 序 变 成 了 完全 有 序 。 佐 恩 引 理 表示 如 果 $ 是 一 个 偏 
序 集 ， 它 的 所 有 链 都 有 上 界 ， 则 $ 包含 一 个 极 大 元 素 。 注 意 链 的 上 
界 不 一 定 要 在 链 中 ， 极 大 元 素 也 不 一 定 是 唯一 的 。 

a. 证 明 选 择 公理 隐 含 佐 恩 引 理 。 

b. 证 明 佐 恩 引 理 隐 含 选择 公理 (有 相当 难度 ) 

7. (困难 ) 豪 斯 多 夫 极 大 原理 表示 一 切 偏 序 集 都 有 一 个 极 大 链 ， 
极 大 链 不 被 其 他 任何 链 严格 包含 。 证 明 豪 斯 多 夫 极 大 原理 与 选择 公 
理 等 价 。 

8. (困难 ) 证 明 由 选择 公理 可 以 推出 一 切 域 都 被 一 个 代数 闭 域 
包含 。( 运 用 豪 斯 多 夫 极 大 原理 ， 代 数 闭 域 的 定义 见 11 章 ) 


可 数 性 和 选择 公理 


基本 目标 : 群 和 环 


基本 映射 : 群 和 环 的 同 态 


现下 的 抽象 代数 确实 称 得 上 抽象 一 词 ， 它 有 着 具体 的 历史 渊源 
和 现代 的 应 用 。 理 解 抽 象 代数 的 核心 是 群 的 概念 ， 群 是 对 称 的 几何 
观点 的 代数 解释 。 我 们 将 看 到 三 个 不 同 的 领域 产生 出 了 群 的 丰富 内 
WH: 多 项 式 的 求 根 (准确 地 说 是 要 证 明 不 能 求 出 根 ) ， 化 学 家 对 晶体 
对 称 性 的 研究 ， 应 用 对 称 原理 处 理 微分 方程 。 

迦 罗 瓦 理论 中 的 一 条 核心 定理 是 不 能 像 求解 二 次 方程 一 样 得 出 5 
阶 及 以 上 的 多 项 式 方 程 的 求 根 公 式 ， 这 涉及 对 于 多 项 式 根 的 对 称 性 
的 理解 。 晶 体 的 对 称 性 与 空间 旋转 的 性 质 有 关 。 而 将 群 论 用 到 作为 
微分 方程 的 基础 的 对 称 性 上 则 导出 了 李 理 论 。 在 之 上 的 一 切 思想 和 
应 用 中 ， 和 群 都 是 关键 所 在 。 


这 一 节 主 要 展示 群 论 中 的 基本 定义 和 思想 。 
定义 非 空 集合 G 中 一 个 三 元 运算 为 映射 
GxG>G, 

集合 G 中 任意 元 素 a, b 在 这 个 运算 下 有 唯一 结果 ( 像 )， 记 为 a， 
bo RE G 称 为 一 个 群 ， 如 果 满 足 

1. 存在 元 素 ee G, 使 得 对 于 一 切 aeG 有 ea=a*e=4a 成 立 ， 
AK e 称 为 单位 元 ; 

2. 对 任意 weCG， 存 在 元 素 (WA) a, HHa-a'=a'-a 


=e, Ha 为 a 的 逆 元 ， 

3. 对 一 切 a, b,ceG， 有 结合 律 成 立 (a .5b) .c=a: (b :ce)。 
注意 交换 律 是 不 必 成 立 的 。 

例如 , 设 GL(n, 民 ) 表 示 所 有 nxn t RTEKA, E 
阵 乘 法 下 ， 我 们 将 验证 GL(n,R) 是 一 个 群 。 它 的 单位 元 就 是 单位 
#6 


FALRA, BEMORELMHRLASAYH, RELK 
iE) REA, BZA- BUR THEM, H det(A- B) =det 
(A)det(B) 40 可 知 结论 成 立 。 因 此 GL(n,R) 是 一 个 群 。 由 线性 代 
数 的 关键 定理 可 知 ， 当 且 仅 当 它 的 行列 式 是 非 零 时 ， 这 个 和 矩阵 是 可 
逆 的 。 

因为 绝 大 多 数 的 矩阵 都 不 满足 乘法 的 交换 律 ， 因 此 群 不 是 可 交 
换 的 。 从 几何 意义 看 ， 我 们 可 以 将 GL(n,R) 的 元 素 看 成 是 R" 上 的 
线性 映射 。 特 别 地 ， 考 虑 三 维 空间 上 的 旋转 ， 可 以 表示 成 3 x3 HH 
阵 ， 因 此 是 GL(3,R) 中 的 元 素 。 因 此 我 们 可 以 将 空间 旋转 看 成 是 一 
个 群 。 

置换 群 是 一 种 十 分 重要 的 有 限 群 。 置 换 群 5, 是 nn 个 元 素 的 所 有 
置换 的 集合 ， 其 中 二 元 运算 就 是 复合 置换 ， 单 位 元 是 平凡 的 置换 ， 
即 不 进行 任何 变换 。 

我 们 来 看 一 下 3 元 素 上 的 置换 群 

S, = }e,(12) ,(13) ,(23) ,(123) ,(132) } ， 

先 来 讲 其 中 各 种 记号 的 意思 。 一 个 固定 次 序 的 三 元 组 (a| ,a, ,a;)， 
这 里 的 次 序 是 有 影响 的 ,例如 ( 牛 ,， 马 , 狗 ) (A, 3, +) 是 
RAH, S 中 的 每 一 个 元 素 都 将 重 排 这 个 三 元 组 , 例如 (12) 将 
(al ,a,,a;) 置换 为 (a ,ai ,aa ) ， 即 


(12) 
(a, ,a,,a,) >*(a,,a,,a;), 


S, 中 的 其 他 元 素 的 作用 如 下 
(13 
(8, A ye 


(23) 
(a, 94, 5G, — ha 743 jä) , 
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(123) 
(a, ,a,,a,;) Gas 5a; 54) , 


(132) 
(a, 4&3 ae 943 ?QI )s 


(eee Le, S 


我 们 可 以 将 这 些 置换 相 乘 得 到 下 面 S; 的 乘法 表 
Fb oper ner 


(13) | (23) | 023) | (132) 
| (2) | az | e | 23) | G32) | 05 | @3) 


-a a eee ae 
(23) | (23) | (123) | (132) (12) | (13) | 
(123) | (123) (12) TET (132) |e | 
aa | 032) | 03) | CG) |) |e | 03) | 


可 以 看 到 S, RAT RRA, FKL, S, 是 最 小 的 不 可 交换 群 。 为 了 
纪念 尼 尔 斯 。 阿 贝尔 ， 群 论 的 黄 基 人 之 一 ， 有 下 面 定义 。 

交换 群 又 称 为 阿 贝 尔 群 。 

整数 集 也 在 整数 加 法 下 成 为 一 个 阿 贝尔 群 。 绝 大 多 数 的 群 都 不 
是 阿 贝尔 群 。 

我 们 想 要 弄 懂 所 有 的 群 不 太 可 行 ， 但 我 们 希望 至 少 能 由 更 简单 
的 基本 的 群 构造 其 他 群 。 为 了 这 样 做 我 们 做 如 下 定义 。 

jo RBC 的 一 个 子 集 万 在 群 CG 上 的 二 元 运算 下 
仍然 构成 一 个 群 ， 则 称 之 为 G 的 子 群 。 


例如 ， 设 
al a, 0 
ay, an 
He wd ( Je GL(2,R) , 
Gz, an 
0 | 


则 互 是 群 GL(3,R) 的 一 个 子 群 。 


Cf G 是 两 个 群 ， 如 果 一 个 映射 :6 一 6 
满足 
a(g, 8) =0(g,) °o(g,), 
对 一 切 g|，g, eG 都 成 立 ， 则 称 rr 是 群 同 态 。 
例如 , 设 AeGL(n,R), 映射 0o:GL(n,R) 一 GL(n,R) 定 义 
如 下 。 
o(B)=A-'BA, 


那么 对 于 任意 的 两 个 矩阵 B,CeGL(n,R)， 有 
o(BC) =4- BC4 
=4-B44-C4 
=0(B)o(C), 
群 同 态 和 一 类 特殊 的 子 集 有 紧密 关系 ， 在 阐述 这 个 之 前 ， 先 看 
下 面 定义 。 
设 甩 是 G 的 子 群 ,所 有 下 面 形式 的 集合 
gH=|ghlheHl}, 
其 中 geC， 称 为 G 的 左 陪 集 。 
这 个 定义 了 G 上 的 一 个 等 价 类 ， 即 
g~g, 
如 果 满 足 集合 cH 5 g 有 等 价 ， 也 就 是 如 果 存 在 一 个 he 使 gh =g。 
同样 地 ， 可 以 定义 G 的 右 陪 集 
Hg = |hglhe H}, 
它 也 在 C 上 定义 了 一 个 等 价 关系 。 
HRGHFH, RAMA GEG, WA Hg” 
= 万 ， 则 称 甩 是 G 的 正规 子 群 。 


且 是 G 的 子 群 ， 所 有 陪 集 g 甩 组 成 的 集合 在 二 
元 运算 
gH* gH =ggH 


下 成 为 一 个 群 当 且 仅 当 刀 是 正规 子 群 。 (把 这 个 群 记 为 G/H, ÈA 
“G 模 H”)。 

粗略 的 证 明 大 部 分 的 步骤 都 是 常规 的 ， 主 要 的 难点 在 于 证 明 
二 元 运算 g 有 .gH=ggH 是 良好 定义 的 ， 即 我 们 需要 证 明 集 合 gH - 
gH (其 中 的 元 素 是 由 集合 g 甩 与 gH 的 各 个 元 素 相 乘 得 到 ) 与 集合 
gg 日 等 价 。 因 为 及 是 正规 子 群 ， 则 


gH (g) =H, 


gH =g, 


第 11 章 代 数 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


gHgH =ggHH =ggH, 

这 里 因为 及 是 子 群 ， 所 以 有 .及 = 且 。 故 二 元 运算 是 良好 定义 的 。 

G/H 的 单位 元 是 e* Ho gH 的 逆 元 是 g-' 朋 ， 结 合 律 同样 是 满足 
的 。 证 毕 。 

要 注意 的 是 在 gH gH=ggH F, 日 代表 日 中 的 每 个 元 素 ， 因 
此 它 是 集合 本 身 而 不 是 单个 元 素 。 

下 面 看 这 个 新 的 群 C/H 的 应 用 ,我们 现在 定义 循环 群 ZZ, 
给 定 的 初始 群 是 整数 集 乙 ， 子 群 是 与 某 个 固定 的 整数 的 乘积 组 
成 ， 即 

nZ={nklkeZt , 
因为 整数 构成 一 个 阿 贝 尔 群 ， 所 以 任何 一 个 包含 nZ 的 子 群 都 是 正规 
FR, MBA Z/nZ 将 构成 一 个 群 。 我们 常常 将 集合 ZZ 中 的 陪 集 用 
0 Zl n-1 的 整数 来 代表 
Z/nZ=|0,1,2,.…,n-1}。 

例如 , n=6， 有 2Z/6Z=|0,1,2,3,4,5|。 则 加 法 表 如 下 。 

下 面 的 定理 与 正规 子 群 和 群 同 态 有 关 。 它 的 证 明 当 作 一 次 令 人 
愉快 的 练习 。 

设 ur:6 一 C 是 一 个 群 同 态 ， 如 果 


ker(o) =|geGlo(g) =e}, 
Hp eži, MA ker(o) C6 的 一 个 子 群 。(ker(er ) 称 为 
映射 a:G 一 GC 的 核 ) 。 

群 的 研究 是 正规 子 群 的 研究 的 延伸 ， 通 过 上 面 的 定理 ， 就 和 研 
究 群 同 态 等 价 了 。 通 过 研究 对 象 的 同 态 来 研究 这 个 对 象 是 20 世纪 中 
期 的 一 种 方针 ， 此 即 其 中 一 例 。 

有 限 群 中 的 关键 理论 ，Sylow 定理 将 子 群 的 存在 性 与 群 中 元 素 个 
数 联系 起 来 。 

群 G 中 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 ， 记 为 1C1。 

例如 ，15S;1 =6。 

(Sylow 定理 ) 设 C 是 一 个 有 限 群 。 

1.p 是 一 个 素数 ， 如 果 p 整除 1G1， 那 么 G 有 一 个 pe 阶 的 子 群 ; 

2. 如 果 p" 整除 1G1, 但 p"*' 不 整除 ， 则 对 于 任意 两 个 p" 阶 的 子 
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# H, 及， 存在 元 素 geG， 144 gHg' =H, 
3. wR p 整除 1G1, p 不 整除 ， 则 子 群 的 阶 p" 是 1 +hp, k 
是 菜 个 正 整 数 。 证 明 参 见 Herstein 的 Topics in Algebra [57] 的 2.12 节 。 
此 定理 的 重要 性 在 于 能 从 仅 一 个 有 限 群 的 元 素 个 数 得 到 不 少 的 


群 的 一 个 基本 的 例子 是 可 逆 的 m 阶 和 矩阵 。 表 示 论 研究 如 何 将 任 
意 一 个 给 定 的 抽象 群 用 矩阵 群 来 实现 。zm xz 的 矩阵 乘 上 一 个 列 向 量 
实际 是 对 向 量 进行 线性 变换 ， 我 们 也 可 以 这 样 陈述 表示 论 的 含义 ， 
它 是 研究 怎么 把 群 用 线性 变换 的 群 来 实现 。 

如 果 了 是 一 个 向 量 空间 ， 用 GL(V) 表示 了 上 的 线性 变换 的 群 。 

p:G—GL(V) 

是 群 6 在 向 量 空间 站 上 一 个 表示 。 

例如 ， 考 虑 群 $; ， 很 自然 地 有 S 在 空间 R 上 的 表示 。 设 


a, 


a, |eR’, 
a, 185 
0 e533， 定义 映射 p 
a, aai) 
p(o )| a |=| as) |, 
a, (3) 
Bite, toRo=(12), H 
ai a, 
p(12)} a, |=|a |, 
a, a; 


写成 矩阵 有 
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4oR o =(123), HF (123) 把 (al ,ai,a;) 置 换 成 (aa ,oa ) ， 


我 们 有 
a, a; 
p(123)| a, |=] a, |, 
a, 
0 


az 
i 2 
1 0 0 
010 
其 他 Ss, POLE M BER EE AR, 
表示 论 的 目标 是 找 出 一 个 给 定 群 的 所 有 可 能 表示 ， 为 了 能 使 这 
个 问题 有 意义 ， 我 们 先 看 如 何 从 旧 的 表示 中 构造 新 的 表示 。 
设 6 是 一 个 群 ， 假 定 我 们 已 有 了 G 的 表示 
piı:G6>GL(V,), 
pı:G>GL( V3), 
POV, V, 可 能 是 不 同 的 向 量 空间 。 则 G 在 VV, 上 的 直 和 表示 
(p, Op.) :G>GL(V,) @GL(V,) ZLA F-H gee, 
(pi Gp.) (g) =p, (ge) Op.(g) 
EB te RAMU p, (¢) Op, (g) IREE, CHAIR AEH, 
如 果 我 们 想 要 将 表示 分 类 ， 就 要 重点 寻找 那些 不 是 其 他 表示 的 
直 和 的 表示 。 
群 C 在 非 零 向 量 空间 也 上 的 一 个 表示 六 是 不 可 
约 的 ， 如 果 不 存 在 六 的 子 空间 邢 使 得 对 于 一 切 geG, weWA ple) 
we WW, 
特别 地 ， 如 果 一 个 表示 是 另外 两 个 表示 的 直 和 ， 它 就 一 定 不 是 
不 可 约 的 。 对 于 很 多 特殊 的 群 ， 找 出 它们 的 所 有 不 可 约 表示 已 经 取 
得 了 巨大 的 进展 。 
表示 论 在 整个 自然 界 中 时 刻 发 生 ， 任 何 时 候 当 你 改变 坐标 ， 表 示 
就 出 现 了 。 事 实 上 ， 许 多 理论 物理 学 家 会 把 一 个 基本 粒子 (如 电子 ) 
定义 为 一 个 某 群 的 表示 〈 这 个 群 描述 了 世界 的 内 在 对 称 本 质 ) 。 这 一 
方面 的 更 多 知识 参见 Sternberg 的 Group Theory and Physics [106], ， 特 别 
是 3.9 节 的 最 后 一 部 分 内 容 。 


则 


p(123) = 


’ 


如 果 把 群 看 成 是 只 有 加 法 的 集合 ， 那 么 环 就 是 既 有 加 法 又 有 乘 
法 的 集合 。 

非 空 集合 及 是 一 个 环 ， 如 果 其 上 存在 两 个 二 元 
运算 ， 分 别 记 为 和 + ， 使 得 

1. 民 对 加 法 + 构成 阿 贝 尔 群 ， 单位 元 记 为 0; 

2. (结合 律 ) 对 于 一 切 a,， b, ceR, a+ (bc)=(a'b)'e; 

3. (分 配 率 ) 对 于 一 切 a, b, ceR, 

a (b+c)=a:b+t+a:ce, 
(a+b) -c=a-ctb-c, 

注意 环 对 于 运算 不 要 求 交换 律 成 立 ， 即 不 要 求 a*b=b: a。 

如 果 存 在 元 素 1 eRR 使 得 1. a=a:1 对 于 所 有 aeR 成 立 ， 则 称 
RR 是 有 单位 元 的 环 。 基 本 上 可 能 遇 到 的 环 都 有 一 个 单位 元 。 

整数 集 Z 对 普通 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 。 系 数 为 复数 的 一 元 多 
项 式 的 集合 记 为 C[x] ， 对 于 多 项 式 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 。 事 实 
上 ， 系 数 为 复数 的 nn 元 多 项 式 记 为 C[x, ,…,%, ] 也 构成 一 个 环 。 研 究 
环 C[x,,…,%,] 的 理论 性 质 是 大 部 分 代数 几何 的 核心 。 复 系数 多 项 
式 常见 的 研究 对 象 ， 其 他 的 整 系数 Z[x,,…,x,] ， 有 理 系数 多 项 式 
Q[x ,…,%x, ] ， 实 系数 多 项 式 R[x, ,… ,%, ] 自然 也 是 环 。 事 实 上， 如 
果 任 给 一 个 环 RR 以 之 为 系数 的 多 项 式 也 构成 环 ， 记 为 R[xi,…， 
Salo 

RA o:ROR, to Ri R 

o (a+b) =o (a) +o (b), 

o (ab) =o (e) so Cb), 
对 一 切 a, beR AŻ, Wika 为 一 个 环 同 态 。 

环 尺 的 子 集 了 称 为 一 个 理想 ， 如 果 了 在 尺 的 + 
运算 下 构成 子 群 ， 并 且 对 任意 meRR 有 alCI，JaCI 成 立 。 

环 论 中 理想 的 概念 与 群 论 中 正规 子 群 的 概念 相对 应 。 它 们 之 间 
的 相似 之 处 表现 为 下 面 定 理 。 

设 0:R 一 尺 是 一 个 环 同 态 ， 那 么 集合 
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ker(o)=|aeRIlo(a) =0| 
是 尺 的 一 个 理想 。 
粗略 证 明 ”我 们 需要 运用 结论 (BAAI): 对 于 所 有 xeR，x， 
0=0.x=0 成 立 。 
设 beker(o)， 则 o(b) =0。 给 定 任 意 元 素 aeR， 有 
a(a+b) =a(a) + a(b) 
=a(a):0 
=O; 
ERA a+ beker(o), 
同样 地 ，b， ae ker(o), 证 明了 ker(o) 是 一 个 理想 ,证 毕 。 
设 I 是 环 民 的 一 个 理想 , 集合 |a+IlaeR| 在 
运算 
(atl) +(b+1)=(a+b+7), 
(a+1): (b+1)=(a.b+7) 
下 构成 了 一 个 环 ， 记 为 R/T。 
证 明 留 为 练习 。 
研究 环 变 为 研究 其 理想 ， 或 者 等 价 地 研究 其 同 态 。 这 又 是 20 世 
纪 中 期 研究 环 的 一 大 方法 。 


我 们 现在 正在 进入 古典 代数 的 核心 。 从 很 大 程度 上 讲 ， 整 个 高 
中 的 代数 就 是 求 线性 和 二 次 多 项 式 的 根 。 用 相似 的 技巧 同样 能 求 出 
三 次 和 四 次 的 多 项 式 的 根 ， 只 是 复杂 了 许多 。 历 史上 去 寻找 5 次 或 
更 高 次 的 多 项 式 的 根 是 群 论 和 环 论 形成 的 动力 ， 群 论 和 环 表 明了 不 
存在 相似 的 技术 能 找到 5 次 或 更 高 次 的 多 项 式 的 根 ， 更 明确 地 说 ， 
就 是 不 能 得 到 一 个 和 多 项 式 系 数 有 关 的 求 根 公 式 。 (参见 Edwards’ 
Galois Theory [31] ) 。 

关键 是 建立 一 元 多 项 式 与 有 限 群 之 间 的 联系 。 迦 罗 瓦 理论 揭示 
了 用 系数 的 根 式 表示 多 项 式 的 根 的 能 力 与 相关 的 群 的 性 质 有 关 。 

在 叙述 这 个 联系 之 前 ， 先 看 域 和 域 的 扩张 。 


Jo RIE RHR 


1. 有 乘法 的 单位 元 1; 

2.a:b=b-aktF—Wa, beR, RŽ; 

3. 对 于 任意 040, HEX a, HH aa =1。 

例如 ， 整 数 环 不 含 乘法 逆 元 ， 因 此 它 不 构成 域 。 而 有 理 数 ， 实 
数 ， 复 数 都 构成 域 。 一 元 复 多 项 式 环 C[x]， 对 应 地 有 域 C(x) 


_ Pa) 
= (TP) ,QC) e CEx],0(x) #0}. 


称 域 让 是 域 大 的 扩 域 ， 如 果 满 足 大 包含 于 让 中 。 

例如 ， 复 数 域 是 实数 域 的 扩 域 。 

一 旦 有 了 域 的 概念 ， 我 们 用 域 大 中 的 系数 构造 一 元 多 项 式 环 
[x]。 更 深入 的 内 容 如 下 定理 所 述 。 

设 k 是 一 个 域 。 则 存在 的 扩 域 使 得 [x] 中 
的 任何 多 项 式 都 有 一 个 根 在 人 中 。 

这 样 的 域 大 被 称 为 是 代数 闭 的 。 证 明 见 Garling’s A Course in Ga- 
lois Theory [45], 8.2 节 。 需 要 提醒 的 是 ， 这 个 证 明 用 到 了 选择 
公理 。 

在 说 明 群 是 如 何 与 多 项 式 求 根 有 关 之 前 ， 先 回顾 一 下 线性 方程 
WAR, 方程 ax +6 =0 的 根 就 是 %= -对 于 二 次 方程 ，ax? + bx te 
=0 的 根 是 


Ne -b+ Vb -4ac 
2a 

有 趣 的 事情 发 生 了 ， 注 意 到 即便 三 个 系数 a, b,c 都 是 实数 ， 
RÈ b -4ac<0, 根 式 中 也 会 出 现 复数 。 进 一 步 地 ， 即 使 系数 都 是 
有 理 数 ， 根 也 有 可 能 不 是 有 理 数 。 

这 些 观察 自然 地 引起 了 系数 的 域 的 扩张 。 我 们 将 情况 限制 成 系 
数 是 有 理 数 的 首 项 系数 为 一 的 多 项 式 ， 设 

P(x) =x" +a,_1%" +++ +a, 
这 里 每 个 ga, e Q。 由 代数 基本 定理 ( 它 表述 了 复数 域 是 实数 域 的 代 
数 闭 域 ) ， 存 在 复数 ai ，…，a, 使 得 
P(x)=(x-o)(x-Q,) (x -0@,)o 

主要 的 问题 是 代数 基本 定理 没有 告诉 我 们 这 些 根 是 什么 。 我 们 

想 要 的 是 像 二 次 方程 那样 的 求 根 公式 。 之 前 说 过 这 样 的 公式 对 于 三 
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次 和 四 次 的 多 项 式 是 存在 的 ， 迦 罗 瓦 的 理论 说 明了 五 次 及 以 上 的 方 
程 不 存在 这 样 的 求 根 公式 ， 它 的 证 明 需 要 更 多 的 数学 工具 。 

下 面 是 迦 罗 瓦 理论 的 概览 。 我 们 希望 为 每 个 一 元 有 理 系 数 多 项 
式 找 到 一 个 单独 的 向 量 空间 ， 它 既是 有 理 数 的 扩 域 又 包含 在 复数 域 
中 ， 或 者 说 如 果 a, e, a, 是 多 项 式 P(x) 的 根 ， 在 复数 域 中 包含 
所 有 根 a,, +, a, 与 有 理 数 的 最 小 的 域 是 我 们 想 要 的 向 量 空间 。 我 
们 再 看 看 这 个 向 量 空间 上 的 所 有 到 自身 的 线性 变换 ， 我 们 对 其 限制 
使 得 其 上 的 线性 变换 是 一 个 域 自 同 构 ， 它 将 每 个 有 理 数 都 映射 到 自 
身 。 这 种 限制 如 此 强 以 至 于 这 种 变换 的 个 数 是 有 限 的 ， 因 而 形成 了 
一 个 有 限 群 。 进 一 步 ， 每 一 个 线性 变换 是 将 P(x) 的 每 个 根 映射 成 另 
外 一 个 根 ， 而 且 被 这 种 映射 的 方式 实际 决定 。 因 此 这 个 有 限 群 是 n 
元 置换 群 的 一 个 子 群 。 最 深刻 的 结论 在 于 这 样 的 有 限 群 决定 了 根 的 
性 质 。 在 某 些 细节 上 ， 假 设 P(x) 不 可 被 0(%) 约 ， 也 就 是 说 ，P(x) 
不 是 0(x) 中 任何 一 个 多 项 式 的 乘积 。 因 此 ，P(x) 的 任何 根 a 都 不 
可 能 是 有 理 数 。 

Wla, a ELAO 和 ai，…，a, 的 复 
数 域 C 的 最 小 子 域 。 

设 妃 是 Q@ 的 扩 域 ， 并 且 包 含 于 复数 域 C 中 ， 称 
巨 是 一 个 分 裂 域 ， 如 果 存 在 一 个 多 项 式 P(x) e Q[x], 使 得 E=Q 

(aa), &Ba,, =, a, P(x) ALB CP AAR, 

AIR QLHARRMEFRAQEH-+A>MESA, HAR 
域 Q(V2) 是 二 维 向 量 空间 ， 因 为 其 中 的 所 有 元 素 可 以 唯一 地 写成 a 
+b /2HBX, 其 中 a, be Q。 

Q 上 的 扩 域 巨 的 自 同 构 群 G 是 所 有 域 自 同 构 品 : 
ESE 的 集合 

域 自 同 构 指 的 是 从 域 到 其 自身 的 一 个 环 同 态 。 它 是 一 一 映射 
并 且 其 逆 映 射 也 是 一 个 环 同 态 。 注 意 到 一 个 扩 域 的 域 自 同 构 的 一 个 
性 质 是 将 每 个 有 理 数 映射 到 其 自身 (证明 留 为 练习 )。 

域 自 同 构 是 域 E 的 线性 变换 ， 但 并 不 是 所 有 线性 变换 都 是 域 自 
同 构 ， 下 面 将 看 到 这 点 。 

给 定 Q 上 的 一 个 扩 域 已 和 自 同 构 群 6， 集合 |e 
eEla(e) =e, YoeG| 称 为 G 的 不 动 域 。 


我 们 重点 关注 包含 在 不 动 域 中 那些 包含 有 理 数 域 的 域 自 同 构 。 
进一步 证 明 不 动 域 实际 是 一 个 E 的 子 域 。 
全 本 卫 的 如 果 Q 上 扩 域 已 的 自 同 构 群 G 的 不 动 域 就 是 有 
BAR, MARP E Æ EHLG, 
设 C 是 Q 上 的 扩 域 Q(ai,…,Qa,) 的 自 同 构 群 ， 这 里 Q(Ca ，…， 
a ) 是 多 项 式 
P(x) =(z-a)(z-o)…(z -on) 
=x" +a, XN" | to +a 
的 分 裂 域 ， 每 个 a,e Q。 群 GCG 和 多 项 式 的 根 的 联系 如 下 定理 所 示 。 
GIEB 自 同 构 群 c 是 元 置换 群 S, HTH, CHER 
多 项 式 P(x) HAR, 
粗略 证 明 我们 将 说 明 对 任意 的 G 中 的 自 同 构 oo， 每 个 根 @a, 的 
像 是 P(x) 的 另 一 个 根 。 因 此 自 同 构 将 置换 P(x) 的 n 个 根 。 其 中 
a(a) =a 对 于 所 有 有 理 数 a 成 立 这 条 性 质 是 十 分 关键 的 ， 现 在 
P(a(a;)) =(o(a;))" faalala) + +a 
=o(a,)"+o(a,_,(a,)""') +++ +0( ay) 
=a((a;)" +a ala +e +d) 
=a(P(a;)) 
三 Qis 
因此 o(a,) 是 另 一 个 根 。 完 成 这 个 证 明 还 需要 说 明 G 中 的 自 同 构 or 
全 由 它 对 根 的 作用 决定 ， 这 里 我 们 不 再 详 述 。 证 毕 。 
真正 的 高 潮 部 分 是 下 面 的 定理 。 
( 迎 罗 瓦 理论 基本 定理 ) 设 P(x) 是 Q[x] 上 的 
一 个 不 可 约 多 项 式 , 设 慷 =Q(a,,…,Q,) 是 它 的 分 裂 域 ，G 是 已 的 自 
1. EA ASABRAQ, CAME PHIM BHC 的 一 个 子 群 
的 不 动 域 ， 记 这 个 子 群 为 Cr。 
2. Q 的 扩 域 如 是 正规 的 当 且 仅 当 子 群 6, 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 
3. 作为 B 上 的 向 量 空间 ,EE 是 秩 等 于 G 的 阶 数 。 作 为 Q 上 的 
mee], BORE TA C/E, 的 阶 数 。 
不 幸 的 是 ， 在 这 么 短 的 篇 幅 内 无 法 将 其 内 涵 完 全 阅 释 清楚 。 即 
便 是 它 为 什么 被 称 为 该 理论 基本 定理 也 不 易 说 清 。 它 的 重要 之 处 简 
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略 地 说 在 于 建立 了 从 扩 域 B 到 Cs 的 一 系列 概念 ， 一 个 往复 式 的 图 像 
如 下 所 示 。 


E=Q(a1, an) G 
U U 
E; Gr, 
U U 
Ez Gp, 
U U 
(8) (e) 


这 里 的 线 把 子 群 和 它 所 对 应 的 不 动 域 联系 起 来 了 。 

但 这 些 和 多 项 式 求 根 有 什么 关系 呢 ? 求 根 公式 是 我 们 想 要 找到 
的 。 为 使 之 更 准确 ， 需 要 下 面 的 定义 。 

GARED 2 4A P(x) HATHH, REHALA 
Q(ai ,au) 含 于 Q 的 一 个 扩 域 中 ， 并 且 是 由 整数 的 根 式 相 加 得 
到 的 。 

例如 ， 域 Q13 ,5vV7 是 从 3 2 和 5 得 到 的 。 另 一 方面 ， 域 
Q(T) 不 能 通过 对 Q 再 加 根 数 得 到 。 这 说 明了 三 是 一 个 超越 数 。 


二 次 求 根 公式 x = bE VE -40 表明 了 二 次 多 项 式 的 根 可 写成 


其 系数 的 根 式 ， 因 此 每 个 二 次 多 项 式 是 可 解 的 。 为 证 明 五 次 或 更 高 
次 的 多 项 式 不 存在 求 根 公式 ， 我 们 需要 证 明 的 是 ; 并 非 所 有 五 次 或 
更 高 次 的 多 项 式 都 可 解 。 我 们 希望 用 多 项 式 的 自 同 构 群 来 描述 这 个 
条 件 。 

CE 有 限 群 G 是 可 解 的 ， 如 果 有 一 个 炭 套 的 子 群 列 
G, =, GAA C= 626,206,226, = (e)， 并 且 每 个 C; 在 
G PEM, G ,/G AAR RH, 

将 根 写成 根 式 和 群 的 关系 有 如 下 定理 表示 。 

多 项 式 P(%) 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 其 分 裂 域 的 自 
teak ce: 

于 是 证 明 高 次 多 项 式 求 根 公式 不 可 得 变 为 证 明 灵 次 多 项 式 的 自 
同 构 群 是 置换 群 S 和 下 述 定理 。 


n 元 置换 群 5, 不 可 解 当 且 仅 当 n>5。 

这 个 证 明 不 是 显然 的 ， 绝 妙 的 解答 参见 Artins 的 Galois Theory 
[3]. 

尽管 求 根 的 代数 方法 不 存在 ， 但 有 许多 逼近 的 方法 ， 这 引出 了 
许多 数值 分 析 中 的 基本 技巧 。 


11.5 推荐 六 读 


代数 书 从 20 世纪 30 年 代 开 始 ， 经 历 了 一 番 改 变 。 那 时 Van der 
Waerden 在 Emmy Noether 的 基础 上 写 了 一 本 Modern Algebra [113 ] 。 
第 一 本 反映 这 种 变化 的 大 学 课本 是 A Survey of Modern Algebra [9], 
作者 是 Garrett Birkhoff 和 Saunders Mac Lane。20 世纪 六 七 十 年 代 的 课 
本 是 Herstein [57] 写 的 Topics in Algebra。 现 在 流行 的 是 由 Fraleigh 
[41] 写 的 A First Course in Abstract Algebra， 和 Gallian [43] 的 Con- 
temporary Abstract Algebra。Serge Lang 的 Alegbra [79] 尽管 不 是 一 本 
适合 代数 初学 者 的 书 ， 但 在 很 长 时 间 内 都 是 研究 生 的 必 备 教材 。 你 
会 发 现在 你 的 数学 生涯 中 ,会 用 到 很 多 Lang 的 教材 。Jacobson 的 
Basic Algebra [68 ] 、Artin 的 Algebra [4] 和 Hungerford 的 Algebra 
[65] 也 是 很 适合 初学 的 研究 生 阶段 教材 。 

伽 罗 瓦 理论 无 疑 是 数学 中 最 美的 科目 之 一 。 很 幸运 ， 我 们 有 很 
多 很 好 的 本 科 阶 段 伽 罗 瓦 理论 教科 书 。 其 中 最 好 (也 是 最 便宜 的 ) 
书 之 一 是 Emil Artin 的 Galois Theory [3] 。 其 他 课本 是 Ian Stewart 的 
Galois Theory [107] 和 Garling 的 A Course in Galois Theory [ 45 ]。 
Edward 的 Galois Theory [31] 是 历史 发 展 。 对 于 初学 表象 理论 的 读 
者 ,我 建议 阅读 Hill 的 Groups and Characters [59] 和 Sternber 的 
Group Theory and Physics [106 ] 。 


1. 将 这 本 书 的 一 个 角 看 成 空间 中 的 固定 原点 〈0,0,0) ， 将 书本 
该 角 的 一 条 边 记 为 * 轴 ， 另 两 条 边 分 别 记 为 y 轴 和 z 轴 。 这 个 练习 的 
目的 是 演示 旋转 不 是 可 交换 的 。 设 4 表示 将 书 绕 x 轴 旋 转 90*，B K 
示 绕 y 轴 旋 转 90°。 通 过 你 的 书 来 证 明 先 进行 A 再 进行 B 与 反 过 来 次 
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序 进行 是 不 同 的 结果 。 
2. 证 明 一 个 群 同 态 的 核 是 一 个 正规 子 群 。 
3. 设 尺 是 一 个 环 ， 证 明 对 于 一 切 xeR， 有 


xs “0=0.x%=0， 
即使 RR 不 可 交换 也 成 立 。 
4. 设 尺 是 一 个 环 , 了 是 环 上 的 一 个 理想 。 证 明 RM 具有 环 的 
结构 。 
5. 证 明 有 理 数 域 上 的 分 裂 域 0 (2) 是 一 个 有 理 数 域 上 的 二 维 
向 量 空间 。 


6. 给 出 置换 群 5， 

(1) 找 出 S, 的 所 有 子 群 ; 

(2) 证 明 S, 是 可 解 的 。 

7. 对 S, 的 每 个 元 素 ， 找 出 它 的 表示 所 对 应 的 矩阵 。 

8. 如 果 HÆRE G 的 一 个 正规 子 群 ， 证 明 存在 一 个 五 的 左 陪 集 和 
右 陪 集 之 间 的 一 一 对 应 。 

9. 设 记 是 包含 有 理 数 域 Q 的 一 个 域 ，c 是 五 的 域 自 同 构 。 注 


意 ， 特 别 有 oC) =1。 证 明 对 于 一 切 有 理 数 ， “(2)=2. 


10. 设 7:6 一 6 是 一 个 群 同 态 , WER Te) =(T(g))"', Ve 


11. 设 7:6 一 6 是 一 个 群 同 态 ,证 明 群 G/ker(7) 和 Im(7) 是 同 
构 的 。 这 里 Im(7) 表 示 G 在 6 中 的 像 集 。 


基本 目标 ; 测度 空间 
基本 映射 ， 可 积 函 数 
基本 目标 ， 惑 贝 格 控制 收 化 定理 


在 微 积 分 中 ,我 们 学 了 函数 的 黎 曼 积分 ， 它 对 很 多 函数 是 有 用 
的 ,不幸 的 是 ， 只 是 “很 多 ”。 勒 贝 格 测度 和 勒 贝 格 积分 将 会 对 积分 
定义 一 个 不 错 的 概念 ， 这 样 我 们 能 对 远 多 于 之 前 的 函数 进行 积分 ， 
并 且 能 理解 积分 号 与 极限 号 能 交换 次 序 


tim |f, = J tim, 
这 就 是 勒 贝 格 控制 收敛 定理 。 从 某 种 意义 上 说 ， 勒 贝 格 积分 是 上 天 | 
希望 我 们 一 直 使 用 的 积分 。 
我 们 将 先 介绍 实数 上 勒 贝 格 测度 的 概念 ， 再 用 它 定 义 勒 贝 格 


这 节 的 目标 是 定义 实数 集 上 集合 E 的 勒 贝 格 测度 ， 直 观 地 说 ， 
就 是 定义 的 长 度 。 对 于 区 间 


E=([a,b] ={xeRlax<x<b}, 


E 的 长 度 就 是 £(E) =b -a， 如 右 图 所 示 。 | 
问题 是 如 何 决 定 非 区 间 集 合 的 长 度 ， 例 如 ° ’ 


E={xe[0,1]lxeQ}. 
我 们 将 充分 使 用 已 知 的 区 间 长 度 ， 设 E 是 实数 集 的 任意 子 集 。 
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如 果 有 一 组 可 数 区 间 |1,| : 


I, =a, .5,| 
覆盖 了 和 集合 E 
EGUL. 
L I 
一 一 一 上 一 一 上 一 一 
0 1 
h 
ECL ULUE 
那么 不 管 五 的 长 度 或 测度 是 多 少 ， 一 定 是 要 小 于 也 之 和 的 。 
FEE ECR, FE Hy 9 MEA 


m (Ey = inf} ya (b, -a,)| ECU [a,,b,],a, <6,}. 
Dap 集合 所 是 可 测 的 ， 如 果 对 任意 的 集合 4 有 
m*(A) =m* (ANE) +m (A-E), 

MAA E HM) RIZA m(EL), ， 此 时 与 外 测度 m* (五 ) 相 等 。 

定义 这 样 一 个 复杂 的 定义 是 因为 并 非 所 有 的 集合 都 是 可 测 的 ， 
尽管 没 人 能 构造 出 一 个 实际 的 不 可 测 集 ， 这 是 因为 它 的 存在 性 用 到 
了 选择 公理 ， 如 同 第 10 章 所 讲 的 那样 。 

还 有 另 一 种 定义 可 测 集 的 方法 ， 通 过 内 测度 的 概念 来 定义 。 这 
里 的 集合 的 内 测度 我 们 定义 为 

m,(E) = sup{ D, (b, -a,) | EDU [a,,6,],a, <b,}, 
与 外 测度 不 同 的 是 ， 我 们 不 是 用 一 组 开 区 间 和 覆盖 EE， 而 是 找 一 组 闭 
区 间 填 满 E。 

WR m’ (EE) <w ， 可 以 证 明 集 合 E 是 可 测 的 当 且 仅 当 

m* (E) =m.(E), 

不 管 是 什么 情况 ， 我 们 总 能 有 方法 来 对 绝 大 多 数 的 实数 子 集 求 测度 。 

作为 一 个 例子 ， 我 们 将 证 明 0 到 1 之 间 的 有 理 数 集 (X E) 
的 测度 是 0。 先 假设 集合 E 是 可 测 的 然后 来 证 明 它 的 外 测度 也 为 0。 
有 理 数 是 可 数 的 这 条 结论 很 重要 。 事 实 上 ， 可 以 由 其 可 数 将 0 到 1 
之 间 的 有 理 数 列 为 一 列 : a, ，a ，…。 现 在 找到 一 个 e>0， 记 区 间 


1[ -全 人 


W) =e, id 


WEC) =Z, 记 


WEC) => 


nn B h 
a$ #1 at$ a- z atg qa- 年 az att 
于 是 自然 有 
ECUI 
那么 


让 s 一 0， 则 有 m(E) =0。 
这 种 证 明 过 程 同 样 适 用 于 证 明 任意 可 数 集合 的 测度 为 0 的 情况 。 


在 众多 的 实 分 析 正 例 与 反例 中 ， 康 托 集 在 动力 系统 中 扮演 着 重 
要 角色 。 它 是 [0,1] 区 间 里 无 处 稠密 测度 为 0 的 不 可 数 集 。 无 处 笛 
密 的 意思 是 康 托 集 的 补 集 的 闭 包 是 各 个 [0,1] 区 间 。 我 们 先 构造 出 
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康 托 集 然后 证 明 它 的 上 述 性 质 。 

对 于 每 一 个 正 整 数 k， 我 们 构造 一 个 [0,1] 区 间 的 子 集 C,， 然 
后 定义 康 托 集 为 
k=1, 我 们 将 [0,1] 分 割 为 三 份 ， 然 后 去 掉 中 间 的 一 份 开 区 间 ， 记 


Ci 
然后 再 将 两 端的 每 个 区 间 分 为 三 份 ， 去 掉 中 间 的 部 分 得 到 
1 | 2 & 8 
aea |U[ sy tlp prl 
再 对 C, 的 每 个 区 间 进 行 同样 的 做 法 得 到 C,， 则 C, 包含 8 个 闭 区 间 ， 
长 度 均 为 1/27。 这 样 对 每 一 个 正 整数 上 都 做 这 样 的 步骤 得 到 C,， 它 
由 2 个 区 间 组 成 ， 每 个 长 度 为 二， 则 C, WEKEN MIEREA 


C, 的 交集 : C= 门 Cs 
有 趣 的 是 康 托 集 既是 不 可 数 集 又 是 零 测 集 ， 我 们 将 先后 证 明 这 
两 点 。 由 于 C= OC, MUA 
m(C) <m(G,) =27, 
因为 当天 趋 于 无 穷 的 时 候 ， 上 述 值 趋 于 0， 故 
m(C) =0, 
证 明康 托 集 是 不 可 测 集 工作 量 会 大 一 点 。 实 际 的 证 明 需 要 运用 


康 托 对 角 线 法 的 技巧 。 第 一 步 是 将 任意 [0,1] 中 的 实数 a 写 为 三 进 
制式 


ALA ny 为 0，1，2。( 这 个 类 似 于 小 数 的 十 进 制 写法 :a = DO, 


这 里 w=0,1,…,9)， 我 们 可 以 用 三 个 数字 符号 来 把 a 是 三 进 制式 写 
为 三 进 制 小 数 形式 
=O. ninn Sa 
和 十 进 制 小 数 一 样 ， 三 进 制 小 数 的 每 个 数 写法 总 是 唯一 的 ， 除 了 下 
面 这 种 情况 我 们 总 是 要 把 后 面 的 数 合成 1: 
0. 1022--- =0. 11000---, 
在 三 进 制 数 下 康 托 集 有 着 直观 的 定义 ， 即 
C= {0. nnn ln, =0 K2}, 
可 以 看 到 去 除 每 个 区 间 中 间 部 分 的 结果 就 是 没有 数 “1” 的 出 现 ， 于 
是 康 托 集 就 是 由 “0” 和 “2” 组 成 的 序列 的 集合 ， 在 第 10 章 练 习 中 
已 证 明了 其 不 可 测 。 
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积分 的 一 个 目的 在 于 求 曲 线 围 成 的 面积 。 勒 贝 格 积分 能 让 我 们 
求 出 一 些 非常 古怪 的 曲线 围 成 的 面积 。 

由 定义 单位 正方 形 的 面积 是 1 ( 见 右 图 ) 。 

高 为 a WN b 的 矩形 面积 为 ab (WAER). 
设 E 是 R 上 的 可 测 集 。 回 顾 E 的 特征 函数 Xx;: 


TRR tek, 
KENN T | PERSE, 


由 于 Xe 的 高 度 是 1， 那么 函数 Xz (WR) 下 的 面积 就 是 E HKE, 
更 准确 地 说 是 测度 m(E) ， 我 们 记 为 | xs。 而 函数 。 .xs 下 的 面积 就 
fia + m(E) 


面积 a*m(E) 


现在 设 E，F 是 不 相交 的 可 测 集 。 则 在 曲线 a xs + oy, 下 的 面积 就 
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fi a+m(E)+b+m(F), 


EAI BA =a- m(E)+b- mF) 


BE 


id 
[ipa -Xe + Xp = a- mE) + b+ m(F)< 

对 一 组 可 数 的 不 相交 可 测 集 4 ， 函 数 

Daa 
被 称 为 阶梯 函数 。 设 已 是 一 个 可 测 集 ， 定 义 

[CE ax) Eam oe), 

这 样 我 们 已 经 准备 好 来 定义 | /了 。 
Peer St f:E=-RU|o}Ul-o| 27MM, RAE 


义 域 开 是 一 个 可 测 的 ， 并 且 对 任意 固定 的 wERUjojlUi -ol， 集 合 
{x Ee Elf(x) =a} 


是 可 测 的 。 
设 / 是 已 的 可 测 函数 ,三 在 已 上 的 勒 贝 格 积分 为 


jf = inff E axa l Vx e E, J ax, (x) =/(x)), 
因此 我 们 使 用 已 知 的 简单 阶梯 函数 的 积分 ， 再 对 其 求 和 来 逼近 所 要 
求 的 积分 。 
每 个 黎 曼 可 积 的 函数 一 定 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 但 反 过 来 不 成 立 。 
一 个 经 典 的 例子 ,函数 1[0,1] 一 [0,1] 把 每 个 有 理 数 映射 为 1!， 把 
无 理 数 映射 为 0。 则 其 勒 贝 格 积分 为 


f=0, 


[0,1] 


而 它 是 不 存在 黎 曼 积分 的 ， 这 是 第 2 章 的 一 个 练习 题 。 


12.4 eg 
勒 贝 格 积分 不 仅 让 更 多 的 函数 可 积 ， 并 且 有 
ln), = | him 
成 立 。 事 实 上 ， 如 果 这 个 结论 不 成 立 我 们 就 会 选择 积分 的 另 一 种 定 
UT. 

(BE HK) 设 g(x) 是 集合 EE 上 
的 勒 贝 格 可 积 函 数 ，|/.(x) | 是 羽 中 一 列 勒 贝 格 可 积 函 数 ， 并 且 满足 
If(x)1g(x)， 对 一 切 x ee 成 立 ， K—- BMI RAAF BH 
fa), PP 

fla) = limf, (x) o 
那么 有 
| im) = lim] f(x), 


证 明 见 Royden 的 Real Analysis [95] 。 第 4 章 第 4 节 。 我 们 只 在 此 粗 
略 讲 一 下 ， 如 果 矿 (x) 一 致 收 伊 于 FLx)， 从 实 分 析 我 们 知道 
lim |f,(x) = [Aa 

(ARAH, BRI f(x) 一致 收 化 于 (xz) ， 意 思 是 对 VE >0， 存 在 
一 个 正 整 数 和 使 得 |f(x) -f(x)1<e 对 一 切 x 和 一 切 k 宇 成 立 。 直 
观 地 讲 ， 如 果 将 f(x) 放 入 围绕 它 的 e- 通 道内 ， 则 (x) 最 终 也 会 落 入 
通道 中 。) 证 明 的 思路 是 (x) 实际 上 是 一 致 收 伍 于 f(x) 的 ， 除了 在 
已 的 一 个 测度 任意 小 的 子 集 上 不 是 。 准 确 的 叙述 有 下 面 的 命题 。 

eee iif (x)|2E—FA TR BR, m(E)<we, BR 
f(x) | RR MAF BH f(x), AR e>, 8>0, FE-F EX 
3 N Fo—- TMK ACE, 使 得 |f(x) -f(x)1 <e 对 一 切 xeE-A 和 
-y k>N, m(A) <6 成 立 。 

于 是 定理 的 证 明基 本 想法 是 


J, img, = | limp, + f, ioy, 


= limf f, + maxl g(x) 1+ m(A), 
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因为 我 们 能 选择 4 使 其 测度 任意 小 ， 如 果 令 m(4) 一 0 就 得 到 了 想 要 
的 结论 。 
命题 的 正确 性 从 下 面 可 以 看 出 。 ( 接 第 3 章 第 6 节 Royden 的 证 
明 ) 设 
G, = {xe Ellf.(x) -f(x)l >e}, 
A 


Ey = UG, = |xeBllf,(x) -f(x)1>e,n>N|, 

则 FE,,1 CEw。 因 为 h(x) 点 点 收敛 于 f(x)， TRE-BANE, (TA 
认为 它 是 忆 , HARR) 是 空 集 。 对 于 测度 的 自然 意义 来 说 ， 一 
定 有 limm( Ew) =0。 因 此 给 定 5>0， 我 们 可 以 找到 一 个 By 使 得 
m(Ey) <ô, 

这 个 定理 只 是 勒 贝 格 积分 的 例子 之 一 ， 历 史上 勒 贝 格 积分 发 展 
F 20 世纪 早期 ， 并 带动 了 许多 重要 的 进步 。 例 如 在 20 世纪 20 年 代 
概率 论 没有 严格 的 理论 基础 ， 随 着 勒 贝 格 积分 和 正确 测度 的 确立 ， 
学 科 基 础 迅速 建立 了 。 


pe WE H eat et pe | ie nh fo yt i} ig 
| 


第 一 本 测度 的 教材 是 Halmos [54] 写 的 ， 现 在 这 本 书 还 是 很 
棒 。 我 学 习 测度 论 用 的 是 Royden [95] 的 书 ， 它 从 20 世纪 60 年 代 
开始 成 为 一 个 标准 。Rudin [96] 的 书 也 是 一 本 很 好 的 教材 。Frank 
Jones， 国 内 最 好 的 数学 教师 之 一 ， 最 近 写 了 一 本 好 书 [70]。 还 有 
Folland [40] 最 近 的 一 本 教材 也 不 错 。 


OTe cope | Te ee 
a Me eee E LAN 
| mI eis E Came 


1. WE ESR LAER AT SR, 证 明 m(E) =0。 
2. 设 f(x) ，g(x) 都 是 定义 域 为 E 的 勒 贝 格 可 积 函 数 ， 假设 
Az={|xeElf(x) ¥g(x)} 


测度 为 0， 你 能 说 说 |/(x) 和 |g(x) 的 性 质 吗 ? 
3. B(x) =x 在 [0,1] 内 成 立 ， 在 其 他 地 方 值 为 0。 由 黎 曼 积 


第 12 章 勒 贝 格 积分 
分 知 
[Aod = 4, 
TEAR He pa eh OL BY AR, FA RE 1/2, 
4. 在 [0,1] 土 定义 
1, xeQ, 


fx) =| 
0, x#Q, 
证 明 f(x) 是 勒 贝 格 可 积 ， 并 且 积 分 值 为 0。 


基本 对 象 ; 实 值 周期 函数 
KAA AR: 找到 周期 函数 的 向 量 空间 的 基 


波 在 自然 界 中 无 时 无 刻 都 在 发 生 ， 从 海浪 拍打 沙滩 到 撞 到 墙 反 
弹 的 回声 ， 再 到 量子 力学 中 电子 状态 的 跃 变 。 这 些 使 得 波 的 数学 理 
论 十 分 重要 。 实 际 上 ， 研 究 波 的 数学 工具 ， 即 傅 里 时 分 析 ， 涉 及 了 
众多 不 同 的 数学 领域 。 我 们 只 关注 其 中 的 一 小 部 分 以 及 一 些 基 本 的 
定义 。 比 如 希 尔 伯 特 空间 和 这 里 有 什么 关系 ， 傅 里 叶 变 换 是 什么 ， 
它 如 何 用 于 解决 微分 方程 。 

当然 ， 所 说 的 波 应 该 是 如 下 的 图 形 : 


这 两 条 曲线 都 是 用 周期 函数 描述 的 。 


函数 /:R 一 R 是 周期 为 了 的 函数 ， 如 果 满 足 对 
MA x A f(x +L) =f(x)。 

HVE, RAED LERA BAH -+#A, LAKAL 
长 度 就 重复 自己 。 典 型 的 周期 函数 是 三 角 函 数 cos(x) 和 sin(x), © 
们 的 周期 都 是 2m。 当 然 函 孝 cos( 27 ] 和 sin 2 ] 也 是 周期 函数 ， 周 


期 为 L。 大 部 分 时 候 人 们 说 函数 的 周期 为 上 时 ， 一 般 指 没有 更 小 的 数 
VAR f(x +L) =f(x)。 根 据 这 个 惯例 ，cos(x) 的 周期 是 2 而 不 
是 4mT， 尽 管 对 所 有 的 x 而 言 ，cos (x+4m) FF cos(x), 但 在 这 里 
我 们 不 允许 这 样 。 

在 入 门 传 里 时 级 数 的 一 个 中 心 结论 是 几乎 所 有 周期 函数 都 可 以 
表示 成 三 角 函 数 的 无 穷 级 数 。 因 此 在 某 种 程度 上 ， 函 数 cos (27 ] 和 


sin | 23] 不 仅仅 是 周期 函数 的 典 例 ， 更 为 重要 的 是 ， 它 们 可 以 生成 
一 切 周期 函数 。 


傅 里 叶 级 数 


现在 来 看 周期 函数 是 怎么 被 三 角 函 数 的 级 数 表示 的 。 先 假设 函 
Wf: l-n, 7] 一 了 已 经 写成 了 正弦 、 余 蓄 的 级 数 形式 ， 如 下 : 
dy 十 > (a,cos(nx) + b,sin(nx)), 


我 们 希望 先 看 如 何 单纯 地 计算 出 系数 a,，b;， 而 不 考虑 无 穷 级 数 的 
所 有 收敛 问题 (将 在 下 一 节 讲 )。 对 任意 给 定 的 &， 考 虑 


| fx)eos( kx) dx = fla + > (a,cos(nx) + b,sin(nx) ) )cos( kx) dx 
n=l 
= K a,cos( kx) dx + 
> | Cos(nx)cos(kx)dx + 


Y, [siofan eds ( ke) de 
直接 计算 积分 可 知 
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F cosi de 2 ‘il k = 0, 
an 0, k #0, 


f cos(nx)cos(kx)dx = m k=n, 

-T 0, i K: 
f sin(nx)cos(kx)dx = 0。 

于 是 

‘ih k= 0, 


a x kx) dx = 
| f(x) cos ke) T 


同样 地 ， 计 算 积分 三 J(x)sin(nx) dx， 可 以 得 到 类 似 的 5, 的 公 


式 。 这 个 方法 告诉 我 们 如 何 将 任意 的 周期 函数 写成 正弦 和 余弦 的 级 
数 形式 。 
RRS: [ -mn，m] 一 有 的 伟 里 叶 级 数 是 


dy + >. (a,cos(nx) + b,sin(nx) ) ， 
n=l 
这 里 
1 T 
as = 二 | Aabde, 


a, = Lf flx)cos(nx) dx, 


b= | fla) sin( nx) dx, 


Ai a,, b 称 为 振幅 ， 又 巴 作 傅 里 时 级 数 的 傅 里 叶 系数 。 
当然 ， 这 种 定义 只 能 用 于 上 述 积 分 存在 的 函数 。 我 们 将 看 到 好 
处 在 于 绝 大 多 数 函 数 是 实际 等 于 其 傅 里 叶 级 数 的 。 
将 一 个 函数 写 为 其 傅 里 时 级 数 还 有 其 他 方式 。 例 如 对 于 实数 x 
运用 e” = cosx +isinx ， 傅 里 叶 级 数 可 写 为 


æ% 
inx 
> Cie 》 
n=-0 


这 里 ， 
C, = 去 | Ka)erdx 
同样 被 称 为 振幅 或 傅 里 叶 系 数 。 在 这 一 节 的 剩 下 部 分 我 们 将 把 傅 里 


叶 级 数 写成 > Ce, 


为 使 函数 与 其 全 里 叶 级 数 相等 ( 绝 大 多 数 都 能 实现 ) ， 我 们 需要 
对 函数 的 类 型 做 些 限制 。 


设 f:[ -T,T] 一 及 平方 可 积 ， 即 | | f(x) Ide 
< wm ， 那 么 对 于 几乎 所 有 点 ， 


FD 3 DC 

请 注意 ， 此 定理 包含 一 个 事实 ， 即 一 个 平方 可 积 函 数 的 傅 里 叶 级 数 
收敛 。 此 外 ， 上 述 积 分 是 勒 贝 格 积分 。 回 想 一 下 ， 几 乎 处 处 意味 着 
在 除了 可 能 的 一 个 零 测 集 之 外 的 所 有 点 。 正 如 第 12 章 练 习 2 看 到 
的 ， 两 个 函数 是 几乎 处 处 相等 的 会 有 积分 相等 。 因 此 一 个 平方 可 积 
函数 等 于 其 傅 里 叶 级 数 。 倩 里 叶 级 数 就 是 把 一 个 函数 与 一 组 无 限 的 
数 ， 即 傅 里 叶 系 数 联系 起 来 。 它 清楚 地 给 出 了 一 个 函数 如 何 是 一 组 
无 限 的 复数 波 e 之 和 。 于 是 存在 一 个 映射 全 将 平方 可 积 函 数 映 射 为 
无 限 复数 序列 。 

个 :平方 可 积 的 线性 空间 一 无 穷 复数 序列 的 某 个 线性 空间 ， 

或 者 个 :平方 可 积 的 线性 空间 一 振幅 的 无 穷 序列 的 某 个 线性 空间 ， 

并 且 这 个 映射 是 一 个 一 一 映射 。 

我 们 现在 将 这 些 陈 述 用 希 尔 伯 特 空间 的 语言 描述 ， 这 是 一 个 十 
分 重要 的 向 量 空间 。 在 给 出 希 尔 伯 特 空 间 的 定义 之 前 ， 有 少量 定义 
要 提前 给 出 。 

复 向 量 空间 V 上 的 一 个 映射 《. ，. ): VxVO 
C， 它 满足 

1. (av, + bv, ,v3) =a(v, ,v,;) +b{v,,0,;); (a,beC,v,v, ,v3 EV) 

2. (v,w) = (wv) 3 

3. (w w) 三 0， 等 号 当 且 仅 当 =0 时 成 立 。 
则 称 其 为 下 上 的 内 积 。 

注意 ， 因 为 (v,0) = 《v,0) ， 对 一 切 向 量 v，(v,v) 是 一 个 实数 ， 
这 样 上 面 的 第 三 点 才 有 意义 。 

在 某 种 程度 上 ， 这 是 及" 的 点 积 在 复 向 量 空间 中 的 类 似 物 。 事 实 
E, C 中 的 内 积 的 一 个 基本 例子 如 下 。 
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设 


WD ) 5 
w= (Ww, ,Ww,) 
是 C" 中 的 两 个 向 量 ,， 定义 
(vw) = $ v, w, 
k=1 
可 以 证 明 它 是 C" PHAR, 
给 定 一 个 下 上 的 内 积 ， 则 下 上 的 诱导 范 数 定 


义 为 
lvl SD 

在 一 个 内 积 空间 中 ， 两 个 向 量 的 内 积 是 0 则 是 正 交 的 。 进 一 步 
地 ， 我 们 可 以 解释 向 量 的 范 数 为 向 量 到 向 量 空间 的 原点 的 距离 的 一 
种 测度 。 于 是 有 了 距离 的 概念 后 ， 我 们 就 能 在 了 上 有 一 种 距离 ， 进 
而 有 一 个 拓扑 结构 ， 就 如 第 4 章 所 见 的 ， 我 们 将 距离 设 为 

p(v,w) =lv-wl, 

称 距离 空间 (X,p) 是 完备 的 ， 如 果 任 意 的 柯 西 
Fie, MAW, MX 中 任意 的 序列 |v,| MRA i jott, plov) 
一 0， 则 在 下 存在 元 素 (Rv, (FP 4 ioe, p(v,,v)0). 

希 尔 伯 特 空间 是 一 个 内 积 空间 ， 并 且 关 于 其 上 
定义 的 拓扑 是 完备 的 。 

下 面 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 自然 的 例子 。 

eRe GEA TR BAH MARS 


L-a] = Ifl- ma] cl [1 fl? < ol 
是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 其 中 的 内 积 定义 为 
(fe) = [ f(x) gad, 

这 个 向 量 空间 记 为 到 [ -7,7]。 

我 们 需要 允许 上 述 定 义 中 函数 是 勒 贝 格 可 积 的 以 使 空间 是 完 
备 的 。 

一 般 地 ， 对 于 任意 实数 p 宇 1 和 任意 区 间 [a,b] ， 有 向 量 空间 

L’{ a,b] = |f:[a,b]—>RIJtIf(x) dx <o |， 

这 类 空间 的 研究 是 巴 拿 赫 空间 理论 的 开端 。 
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另 一 个 希 尔 伯 特 空间 的 典型 例子 是 平方 可 积 序 列 ， 记 为 人。 
ah 13.2.2 复数 序列 集 


P= | (a) ,4,,°°*) | p | a,l? P 
j=0 
是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 其 内 积 定义 为 


( (do 05°77) 5 bab) = È, a; bjo 
我 们 现在 可 以 用 希 尔 伯 特 空间 的 语言 重 述 平方 可 积 函数 几乎 处 
处 等 于 它 的 傅 里 叶 级 数 这 一 事实 。 
对 于 希 尔 伯 特 空间 ma], Ba 
LD ie 
Jam : 
是 一 个 正 交 (Schauder) $, 或 者 说 每 一 个 的 模 长 都 是 1， 并 且 两 两 正 
KR, Vl -mn,Tm] 的 每 一 个 元 素 都 表示 成 这 组 基 的 唯一 无 限 线性 组 合 。 
注意 到 我 们 用 到 了 名 词 Schauder 基 ， 这 个 基 不 是 在 第 1 章 定义 
的 基 。 那 里 的 基 要 求 向 量 空间 的 元 素 能 表示 成 基底 的 唯一 有 限 线 性 
组 合 。 虽 然 这 样 对 于 希 尔 伯 特 空间 也 存在 ， 但 看 起 来 没什么 用 处 
(存在 性 的 证 明 可 以 由 选择 公理 得 到 ) 。 更 加 自然 的 基 是 上 述 定 理 的 
基 ， 这 里 同样 要 求 唯一 表示 ， 但 允许 无 限 的 线性 组 合 。 尽 管 证 明 遂 
数 亡 -e” 正 交 是 简单 的 积分 计算 ， 但 他 们 建立 基础 的 证 明 却 困难 得 
多 。 即 重申 ， 一 个 平方 可 积 的 函数 等 于 它 的 傅 里 叶 级 数 ， 也 就 是 ， 
CGIE 对 于 希 尔 伯 特 空间 己 [ -m,m] 中 的 任意 函数 
Ka), LERRA 
: L ae 
f(x) = 1 Mx) Fe i 
成 立 。 
因此 一 个 函数 的 傅 里 时 级 数 的 系数 就 是 函数 与 每 个 基 向 量 的 内 
1 0 0 
AR, WIRE R 中 向 量 和 标准 基 |0 1 0 
0 0 1 
Hy, SAVTAH RM FHWGL + ARH AARE MANER 


LI -v,a)-?, 


和 |0 | 的 点 积 一 样 。 进 一 


» 
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自然 地 ， 这 些 定理 和 公式 有 周期 为 2 的 函数 的 版 本 ， 此 时 傅 里 
叶 级 数 将 是 
函数 广 [ -L,L]>R 有 傅 里 叶 级 数 


其 中 


至 今 为 止 ， 我 们 没有 理会 其 中 的 一 个 微妙 之 处 ， 即 傅 里 叶 级 数 
是 无 穷 级 数 。 下 面 一 节 将 处 理 这 些 问题 。 


早 在 18 世纪 数学 家 就 在 尝试 看 一 个 给 定 的 函数 是 否 等 于 其 传 里 
叶 级 数 ， 然 而 那 时 还 没有 讨论 这 类 问题 所 需 的 理论 工具 ， 这 产生 了 
许多 没 意 义 的 结论 。 到 19 世纪 末 ， 在 狄 利克 雷 ， 黎 曼 和 吉 布 斯 的 工 
作 下 ， 许 多 问题 解决 了 。 

这 一 节 将 陈述 一 些 这 样 的 收敛 理论 。 这 些 定 理 的 证 明 是 困难 的 。 
在 记号 上 ,我 们 将 函数 Ax) 的 伟 里 叶 级 数 记 为 


Qo 十 > (a,cos(nx) +b, sin(nx)), 
n=] 
我 们 想 要 知道 这 个 级 数 点 点 收敛 于 什么 ， 并 且 何 时 它 是 一 致 收敛 的 。 

设 f(x) 是 连续 的 ， 周 期 为 27 的 函数 。 则 

limf (f(x) = La, 4 > (a,cos(nx) + b,sin(nx) | }dx =0, 

nal 
因此 对 于 连续 函数 ， 曲 线 
Y= 傅 里 时 级 数 的 部 分 和 。 
其 下 的 面积 将 逼近 函数 曲线 y= 帮 xz) 下 的 面积 。 我 们 说 倩 里 叶 级 数 平 
均 收 敛 于 函数 Fx)。 

这 告诉 了 我 们 傅 里 叶 级 数 在 国定 点 x% 处 收敛 于 什么 。 现 在 假设 
f(x) 在 区 间 [ -T,T] 是 分 段 光滑 的 ， 意 味 着 FLx) 在 区 间 [ -n,m] 
分 段 连续 ， 并 且 在 除去 有 限 个 点 之 外 的 地 方 可 导 ， 并 且 导 数 也 是 分 
段 连续 的 。 对 于 这 样 的 函数 定义 单 侧 极限 

Hz+) =, lim ,f(x+h), 


Hz-) = lim flx-h). 
Jo R Br f(x) ABI [ - 0,0) 是 分 段 光 滑 
的 ， 那 么 对 于 所 有 的 x*， 傅 里 叶 级 数 点 点 收敛 于 函数 
f(x+) +f(x-) 
2 o 


在 f(x) 连 续 的 点 处 ， 其 单 侧 极 限 当 然 是 等 于 f(x) 的 。 因 此 对 于 
一 个 连续 的 分 段 光滑 函数 ， 其 侍 里 叶 级 数 将 点 点 收敛 于 函数 本 身 。 

但 如 果 f(x) 不 是 连续 的 ， 其 至 不 是 分 段 光滑 的 ， 那 么 上 述 的 点 
点 收敛 就 远 非 一 致 收敛 。 与 之 相关 的 一 个 现象 叫 吉 布 斯 现象 。 记 傅 
里 叶 级 数 的 部 分 和 为 


N 
Syla) = > 十 y (a, cos(nx) +b, sin(nx)), 
并 设 f(x) 在 wx。 处 不 连续 。 尽 管 部 分 和 Sy (x) 确实 收敛 于 
Lat) ALA) ， 但 在 不 同 的 x RARER A, FEE, BH 


不 连续 点 xy RUA AST, Fx, 附近 就 收敛 得 越 差 。 如 图 (LA 
图 ) 所 示 。 

注意 到 部 分 和 将 远离 函数 f(x), ARR T MIs RB, 

幸运 的 是 ， 当 函数 是 连续 的 并 且 分 段 光 滑 时 就 不 会 发 生 这 种 事 。 

BM f(x) LEM -T,T] 是 连续 并 分 段 光 
a, f(-—w) =f(m)， 则 其 侍 里 叶 级 数 将 一 致 收敛 于 f(x)。 

于 是 对 于 一 些 适当 的 函数 ， 我 们 就 可 以 安全 地 将 其 替换 为 傅 里 
叶 级 数 然后 进行 积分 。 

这 些 定理 的 证 明 见 Harry F. Davis 的 Fourier Series and Orthogonal 
Functions [24], #3 章 。 


13. 4 传 里 

许多 函数 /: ROR 都 不 是 周期 性 的 ， 但 是 所 有 函数 在 某 种 意义 
下 都 是 周期 为 无 限 的 函数 。 传 里 叶 积分 就 是 当 我 们 让 周期 工区 域 无 
穷 时 产生 的 结论 (此 时 序列 "3* 趋 于 零 ]， 在 侍 里 叶 级 数 中 的 加 法 符号 
变 成 了 一 个 积分 ， 结 论 如 下 。 
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KBR ROR 的 传 里 叶 积 分 为 
[ (a(t) cos(tx) + btana) dE 


其 中 
alij = +f" Ax)cusleclde, 
b(t) = +f flx)sin(tx) de. 
傅 里 叶 积分 也 可 写作 
[cea 
其 中 
C(t) = 元 | flayeldr, 
还 有 其 他 的 形式 。 
主要 的 定理 是 


it f:ROR 是 可 积 的 ( 也 就 是 | | flx) | dx < 名 
那么 除去 一 个 零 测 集 ， 函 数 .fx) 等 于 其 傅 里 叶 积分 

和 傅 里 叶 级 数 一 样 ， 这 里 的 积分 是 勒 贝 格 积分 。 进 一 步 地 ， 注 
意 零 测 集 ， 它 贯穿 于 分 析 学 却 经 常 被 忽略 。 

就 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 有 一 大 部 分 实用 的 傅 里 叶 积 分 存在 于 傅 
里 叶 变 换 中 。 


TRAA f(x) 1G Bet HE Re 


Sa) NU) = | f(x)e Mae, 


傅 里 叶 变 换 可 以 看 成 是 对 应 于 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 通 过 一 个 积分 


ES _ 82) (Dea 


可 以 看 到 我 们 对 于 函数 的 适当 限制 。 于 是 傅 里 叶 变换 是 傅 里 时 级 数 
幅度 的 连续 模拟 ， 因 为 我 们 把 原始 函数 f(x) 写成 复 波 e”" 由 变换 得 到 


的 系数 的 乘积 的 和 (这 里 是 积分 ) (AF, 常数 请 -会 变 的 ， 傅 里 叶 


变换 中 积分 前 的 常数 乘积 是 需要 的 ， 上 面 的 积分 等 于 1。) 
我 们 将 在 下 一 节 看 到 ， 在 实际 应 用 中 你 多 数 是 在 知道 原始 函数 
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前 先知 道 傅 里 叶 变 换 。 
现在 我 们 能 将 健 里 叶 变 换 看 成 是 一 个 一 对 一 映射 。 

全 ;函数 的 线性 空间 一 不 同 的 函数 的 线性 空间 。 

将 侍 里 叶 变 换 考虑 成 振幅 ， 则 是 
个 :位置 空 间 一 振幅 空间 。 

由 于 勒 贝 格 积分 的 线性 性 质 ， 该 映射 也 是 线性 的 。 傅 里 叶 变换 的 主 
要 作用 在 于 ， 在 这 些 向 量 空间 中 的 一 个 空间 与 其 他 空间 之 间 ， 函 数 
的 代数 性 质 和 解析 性 质 可 以 用 傅 里 叶 级 数 进行 解释 。 
D 设 F(x,i) 是 一 个 可 积 函 数 ， 当 xx 一 土 o 时， 
f(%,t) 0, BSS(x))(WAKATKF x 的 傅 里 叶 变 换 。 那 么 


1 (£u = iu S(f(x))(u) ; 
Fe l 
2. (u) = -u S(f(x)) (u) ; 


3, (FED Ja) = 2842) w 


我 们 将 证 明 结 论 1， 其 实 就 是 简单 地 分 部 积分 就 行 了 ， 然 后 再 对 
结论 3 简要 地 证 明 。 
由 傅 里 叶 变 换 的 定义 ,我 们 有 
ð a 一 of 一 ix 
¥(Z)(u) = [. ane dx, 


ed) IE. + iuf slate ae = iuf f(x tear. 
因为 当 x 一 +w 时 ,f(x,t) 一 0， 于 是 等 于 


iu ¥(f). 
对 于 结论 3， 有 


of( st) = * of( £) ~iux 

of = Jou) = [. e e dre 

因为 这 个 积分 是 关于 x 的 积分 ， 偏 导 是 关于 t 的， 所 以 等 于 
of Kæ) edr, 

这 个 就 是 
ð 
29x) U), 
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证 毕 。 
下 一 节 我 们 将 用 这 个 命题 将 处 理 一 个 偏 微分 方程 降 为 处 理 一 个 
常 微分 方程 (通常 能 被 求解 ) 。 我 们 还 需要 一 个 定义 。 
HK f(x), g(x) HERA 
(fe) (x) = [ Auel -u)du, 
通过 直接 积分 ， 卷 积 的 傅 里 叶 变换 是 每 个 函数 的 传 里 时 变换 之 积 ， 
也 就 是 


SCOrg) =S(P3(g). 
因此 ， 傅 里 叶 变 换 将 原始 向 量 空间 中 的 卷 积 变换 成 像 向 量 空间 
中 的 乘积 。 当 我 们 处 理 偏 微分 方程 时 这 个 十 分 重要 ， 因 为 在 某 个 时 
候 我 们 遇 到 两 个 傅 里 叶 变 换 的 乘积 就 可 以 将 其 看 成 是 一 个 函数 ， 即 
卷 积 的 傅 里 叶 变 换 。 


这 个 问题 的 想法 是 传 里 叶 变 换 可 以 将 一 个 微分 方程 变换 得 更 为 
简单 。 我 们 将 用 这 种 技术 求解 描述 热 的 偏 微分 方程 。 这 里 傅 里 叶 变 
换 将 把 偏 微分 方程 变 为 一 个 常 微分 方程 ， 这 个 常 微 分 方程 是 可 以 求 
解 的 。 一 旦 我 们 知道 了 传 里 叶 变换 ， 就 几乎 总 能 导出 原始 方程 。 

在 下 一 章 中 ,我 们 将 推导 热传导 方程 ， 但 现在 我 们 将 把 它 作为 
已 知 结论 ， 热 流通 过 一 个 无 限 细 的 长 棒 由 下 面 方程 描述 。 


ho Ss 
eiT siame x 


其 中 A(x ,t) SEAN TERN A ¢ AL a 的 温度 ，e 是 一 个 给 定常 数 。 我 们 
从 一 个 初始 的 温度 分 布 函 数 A(x) 开始， 然后 我 们 设法 找到 一 个 函数 
h(x,t) 满 足 


给 定 初始 条 件 
h(«,0) =f(x)。 
进一步 地 ， 当 >x 一 +o 时 ,xz) 一 0。 这 意味 着 长 棒 上 x 很 大 处 
的 位 置 的 初始 温度 是 0。 由 物理 意义 ,我们 假定 不 管 最 后 的 解 
h(x t) Uy, 4x7 t o Wt RHE h(x,t)-0,. 
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关于 偏 微分 方程 的 变量 x 进行 傅 里 叶 变 换 


得 到 
fi) -i Aga, 
即 


全 S(h(z,D))(a) = =k? S(h(x,D)(a)。 


PRES (A(x,t)) (uw) KF u, t 的 函数 。x 仅仅 是 一 个 符号 ， 使 我 们 
想起 原始 PDE ( 偏 微分 方程 ) 。 

将 变量 看 成 一 个 常数 ， 这 当然 是 我 们 在 关于 1 求 偏 导 时 要 做 
的 ,然后 我 们 可 以 将 上 面 的 方程 写成 常 微分 方程 形式 


EAh(xst) ) (u) = -kè Shat) ) (u), 


这 个 方程 的 求解 也 可 以 通过 直接 验证 
(h(x,t)) (u) =C(u)e™”, 
其 中 C(w) 是 单 变量 的 函数 ， 因 为 只 把 ;看 成 变量 ， 则 C(w) 是 一 个 
常数 。 我 们 将 先 通 过 初始 温度 函数 /(x) 找到 C(w)。 我 们 知道 
h(x,0) =f(x)， 于 是 对 于 t=0， 
Sh(x,0)) (uw) =S(f(~))(u), 
%1=0, PRA C(u)e -所 就 是 C(x) ， 于 是 当 上 =0 时 ， 
S(f(x)) (u) =C(u)。 
Fy f(x) BBE END, REHAR eR, ITH Cu). 
于 是 ， 
$(h(x,t)) (u) = f(x)) u)", 
假设 我 们 在 某 时 知道 一 个 函数 g(x,t) 满 足 其 关于 x 的 傅 里 叶 变 换 是 
$(g(x,t))(u) =e ™, 
如 果 这 样 的 函数 2 (x,t) FETE, BBA 
S(h(«,t)) (uw) =S(f(~)) u) + F(e(x,t)) (uw). 
因为 两 个 健 里 叶 变 换 的 乘积 可 以 写成 一 个 卷 积 的 傅 里 叶 变 换 ， 因 此 ， 
Sh(x,t) (u) =S(f(x) *g(x,t)), 
因为 我 们 能 从 一 个 函数 的 傅 里 叶 变换 求 出 原始 函数 ， 意 味 着 这 个 热 
传导 方程 的 解 为 
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h(x,t) =f(x) * g(%,t)o 
因此 如 果 我 们 能 找到 一 个 函数 g(x,t) ， 使 其 傅 里 叶 变换 为 e, R 
们 就 能 求解 这 个 热传导 方程 。 幸 运 的 是 ,我 们 不 是 第 一 个 尝试 这 个 
方法 的 人 ， 多 年 来 很 多 这 样 的 计算 已 经 完成 ,一 些 这 样 的 函数 被 列 
成 表 以 备用 。 (如果 要 自己 做 这 个 事 ， 需 要 定义 傅 里 叶 逆 变换 的 概 
念 ， 再 对 函数 e-“' 进 行 傅 里 叶 逆 变换 ， 它 并 不 比 傅 里 叶 变 换 复 杂 ， 
我 们 不 在 此 做 了 。) 不 管 怎样 它 被 解决 了 ， 我 们 可 以 写 出 


of 1 e)s ett, 
4Tkt 


于 是 热传导 方程 的 解 是 


-x2 
1 ring 


eth, 


h(x,t) =f(x) * 


因为 傅 里 时 分 析 从 CAT 扫描 到 素数 的 分 布 问题 都 有 应 用 ， 故 关 
于 健 里 叶 分 析 的 书 的 目标 读者 十 分 广泛 ， 数 学 水 平成 熟 程度 十 分 不 
同 也 就 不 足 为 奇 了 。Barbara Hubbard 的 The World According to Wavelets 
[63] 是 一 本 好 书 ， 其 前 半 部 分 是 传 里 叶 级 数 的 非 技术 性 的 描述 ， 第 
二 部 分 是 严格 的 数学 讨论 。 顺 便 说 一 句 ， 小 波 是 傅 里 叶 级 数 中 的 新 
热点 ， 它 已 有 了 深刻 的 实际 应 用 。Davis 的 Fourier Series and Orthogo- 
nal Functions [24] 是 一 本 传统 务实 的 入 门 书籍 。 稍 微 进 阶 的 书 是 
Folland 的 Fourier Analysis and its Applications [38 ] 。Seeley 的 An Intro- 
duction to Fourier Series and Integrals [98] 是 一 本 简短 有 趣 的 书 。 
Jackson 的 Fourier Series and Orthogonal Polynomials [67] 较为 老式 但 
仍 值得 一 读 。 对 于 学 习 坚 定 的 学 生 ，20 世纪 30 年 代 以 来 Zygmund 的 
Trigonometric Series 是 经 典 读物 [116], 


1. 在 向 量 空间 
LU- m,m] = {nr >C f if? < a 
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中 ,证 明 
(fe) = | f(x) eax 


正如 这 章 所 说 的 ， 确 实 是 一 个 内 积 。 
2. 运用 傅 里 叶 变换 ， 将 求解 波动 方程 


Fy piy 
ow a 
变 为 求解 一 个 常 微分 方程 ， 其 中 上 是 一 个 常数 。 
3. 考虑 函数 
1 1 
2n, =-——<z<—, 
六 n n 
0, fh. 


计算 每 个 (x) 的 傅 里 叶 变 换 ， 画 出 每 个 f(x) 及 其 健 里 叶 变 换 
的 图 。 比 较 这 些 图 形 并 给 出 结论 。 
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基本 对 象 ; 微分 方程 
基本 目标 : 求解 微分 方程 


一 个 微分 方程 可 以 简单 地 是 一 个 方程 ， 也 可 以 是 一 组 方程 。 这 
种 方程 的 未 知 数 是 函数 ， 这 个 函数 必须 要 能 满足 这 个 方程 ， 其 中 包 
括 了 函数 以 及 其 导数 。 比 如 


dy 
dx 


就 是 一 个 微分 方程 ， 它 的 未 知 函数 是 函数 y(x)。 同 样 ， 


2 2 
OF Gy N_i 
Fe ae tO 


是 一 个 微分 方程 ， 其 未 知 函数 是 有 两 个 变量 的 函数 y(x,t)。 微 分 方 
程 有 两 个 分 支 : 常 微分 方程 (ODE) 和 偏 微分 方程 (PDE)。 常 微分 


方程 的 未 知 数 是 一 个 单 变量 丽 数 ， 因 此 科 =3y wt + 5 sin(x)y =0 


都 是 常 微 分 方程 。 我 们 将 在 下 一 节 看 到 ， 很 多 常 微 分 方程 原则 上 都 
能 有 解 。 
偏 微分 方程 的 未 知 函数 是 多 元 函数 ， 例 如 


Ox” ðt 


=3y 


Zy +(2) =cos(xt) , 


这 里 的 未 知 函 数 是 y(%x,t)， 对 于 偏 微分 方程 ， 一 提 到 求解 事情 就 变 
得 十 分 不 明 。 我 们 将 讨论 分 离 变 量 的 方法 ,替换 变量 的 巧妙 方法 
(如 果 这 也 能 称 为 一 种 方法 的 话 ) 。 第 三 种 方法 就 如 已 经 在 第 13 章 讲 
的 ， 用 传 里 叶 变 换 的 方法 。 

另外 还 有 一 种 对 于 微分 方程 的 分 类 方法 : 线性 和 非 线 性 的 。 一 
个 微分 方程 称 为 齐 次 线性 的 ， 如 果 给 定 两 个 解 f ，f 和 任意 两 个 数 
和 1， 入，， 则 函数 

Af, FA 


是 方程 的 另 一 个 解 。 这 样 的 解 将 会 构成 一 个 向 量 空间 。 例 如 ，5 才 - 


TY -0 是 齐 次 线性 的 。 一 个 微分 方程 称 为 线性 的 ， 如 果 将 微分 方程 
中 的 单独 的 独立 变量 的 函数 移 除 ， 该 微分 方程 变 为 一 个 齐 次 线性 微 
DRR WEY- or 是 线性 的 ， 因 为 如 果 我 们 将 函数 * 移 除 就 


会 变 成 一 个 齐 次 线性 微分 方程 。 线 性 微分 方程 的 一 个 重要 事实 是 它 
们 的 解 空间 构成 一 个 向 量 空 间 的 子 空间 ， 这 样 就 可 以 运用 代数 的 理 
论 了 。 非 线性 微分 方程 自然 就 是 不 是 线性 的 微分 方程 。 
实际 应 用 中 ， 每 当 有 一 个 量 关 于 另 一 个 量变 化 时 就 有 微分 方程 
产生 。 物 理 中 基本 的 定律 都 能 用 微分 方程 表示 ， 牛 顿 第 二 定律 : 
力 = 质 量 . 加 速度 


就 是 一 个 微分 方程 : 
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微分 方程 


在 求解 一 个 常 微分 方程 时 必须 要 解 开导 数 。 因 此 求解 一 个 常 微 
分 方程 基本 上 就 在 进行 积分 。 事 实 上 ， 在 常 微分 方程 和 积分 理论 中 
有 一 些 同 样 类 型 的 问题 。 

绝 大 多 数 合理 的 函数 〈 比 如 连续 函数 ) 能 被 积分 。 但 实际 要 一 
个 函数 的 积分 是 一 个 众所周知 的 函数 (例如 多 项 式 ， 三 角 函 数 ， 反 
三 角 函 数 ， 指 数 和 对 数 函 数 ) 通常 做 不 到 。 同 样 ， 在 常 微分 方程 中 ， 
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绝 大 多 数 都 有 解 ， 但 仅 有 一 小 部 分 能 被 解 出 。 因 此 在 标准 大 学 二 年 
级 的 工程 类 常 微分 方程 的 课程 中 有 一 套用 于 特殊 函数 的 技巧 介绍 9。 

在 这 一 节 中 我 们 关注 在 自然 初始 条 件 下 ， 常 微分 方程 有 解 并 且 
解 唯一 这 一 事实 。 我 们 先 看 单个 常 微分 方程 的 求解 如 何 能 被 简化 为 
求解 一 个 一 次 常 微 分 方程 组 的 问题 。 一 次 常 微分 方程 组 就 是 关于 未 
FA PRK yi (x) ,…,y,(x) 的 一 些 方程 


dy 
qe Aileen 55% , 


d 
ee Ait 
从 下 面 形式 的 微分 方程 开始 
a, (x) 24 e +a, (a) +ao(a)y(a) +b(x) =0, 
我 们 引入 新 变量 


Yo(x) EFE); 
_ 40 _ dy 
I aaa al 
dy，， A aml 
¥n-1(%) a ere en 
则 这 个 常 微分 方程 的 解 y(x) 将 引出 下 面 一 次 常 微分 方程 组 的 解 
dyo | 
de M? 
dy, 
220 ae Jo 
dy, 


dx ~ Ja (ani (%)¥q-y +a,- (2)Yn-2 + +aolx)Yo +b(x)), 


如 果 我 们 能 求解 所 有 一 次 常 微分 方程 组 ， 我 们 就 能 求解 所 有 的 这 样 
的 常 微分 方程 。 因 此 常 微分 方程 的 存在 唯一 性 理论 可 以 用 一 次 常 微 


O 有 这 些 技巧 的 原因 和 模式 包含 了 方程 的 对 称 性 的 详细 研究 。 详 见 Peter Olverd 的 Applications of Lie Groups to Differential Equa- 
tions [90]。 


分 方程 组 的 语言 来 表述 。 

先 来 定义 我 们 感 兴趣 的 一 类 特殊 方程 。 

定义 在 区 域 Te R"'' 上 的 函数 f(x,yi，…,y,) 是 
ap KR (Lipschitz) 函数 ， 如 果 它 是 连续 的 ， 并 且 存 在 一 个 常数 V 
BARES HY TPAC, ) FCN Ia)» A 

fC 591 Yn) FOI ISN Cy pl to tly -7,1) 
成 立 。 函 数 应 是 李 普 希 蒋 函数 并 不 是 对 一 个 函数 的 主要 限制 ， 比 如 
任意 在 一 个 开 集 上 一 阶 连 续 可 导 的 函数 一 定 在 其 上 的 任意 连通 紧 集 
上 是 李 普 希 蒋 函 数 。 

一 次 常 微分 方程 组 


dy 
ae AC ua: AA 


ACRE 
PHBA, AERP EREEA RRM, PTHARM «, 
将 在 区 间 (xu -Ex te) LAR y(x), y(x) ÈP, ARE 
域 了 中 的 点 (xoyal，…,a,)， 满 足 初 始 条 件 


Yı (%0) =a, 
¥n(%o) 二 Cr 
的 解 是 唯一 的 。 
由 两 个 方程 组 成 的 一 次 常 微分 方程 组 

d 

“ah bey Yo) ’ 

d 

hk aNs 


其 解 (y,(x) ,y,(%) ) 将 是 平面 及: 上 的 曲线 。 该 定理 陈述 了 正好 存在 
一 个 解 曲 线 经 过 任意 给 定点 (ai,az ) 。 在 某 种 意义 上 ， 常 微分 方程 较 
偏 微分 方程 容易 求解 是 因为 我 们 在 为 常 微分 方程 找 解 曲线 (一 个 一 
维 类 型 的 问题 ) ， 而 对 于 偏 微分 方程 来 说 ， 其 解 集 将 是 更 高 维 的 ， 因 
而 更 复杂 。 

我 们 将 建立 比 卡 (Picard) 和 迭代 来 求解 ， 并 简要 说 明 为 何 这 种 选 
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那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 
代 在 求解 微分 方程 时 有 用 。 
对 于 这 个 迭代 过 程 ， 函数 Ji (x,),… ,Yi(%,) 将 被 构造 出 来 以 允 
AAR y (%,),…,y,(%)。 先 对 每 个 i 设 
Vig (2) Fs 
在 第 有 步 时 ， 定义 


Vula) = a + | fea (shi (EDM, 


y, (x) = dy + | fay Pane Ct dt, 

关键 是 每 个 这 些 都 将 收 化 于 一 个 解 。 

方法 是 考虑 下 面 序列 ， 对 于 每 个 让 

Vala) + È (ala) =a), 
AN 项 部 分 和 是 函数 yi (x) 。 证 明 这 个 序列 收 你 归结 为 证 明 
Iy (x) S A | 

足够 快 地 接近 0。 这 个 绝对 值 等 于 

MEORE ace AO Ron ODE 


[LAC TORERO ETA ORAO 
后 面积 分 的 大 小 可 以 用 李 普 希 效 条 件 来 控制 ， 证 明 它 是 趋 于 0 的。 


222 14.3.1 平均 值 原理 
ÆR P, Kt ul) sulaa) WAAR Te 
Ox; Ox, 
可 以 验证 偏 微分 方程 
Au =0 


是 齐 次 线性 的 ， 因 此 其 解 将 构成 一 个 向 量 空间 。 这 些 解 十 分 重要 ， 
以 至 于 要 给 它 命名 。 


第 14 章 


Sk u(x) =u(xzi yz) 是 Au =0 的 解 ， 则 称 
此 函数 是 调和 的 。 

拉 普 拉 斯 算 子 的 重要 性 在 于 其 解 ， 即 调和 函数 满足 平均 值 原理 ， 
这 是 我 们 的 下 一 个 话题 。 对 于 任意 的 点 QER"， 设 

S.(r) ={xeR"llx-al =r}, 

这 是 以 a 为 圆心 ， 半 径 为 + 的 球体 。 

(平均 值 原理 ) 如 果 w(x) =u(xi,…,%,) 是 调 
和 函数 ， 则 在 任意 we 有 R"， 

u(a) = Oe Teme 

因此 wu(a) 等 于 在 w(x) 任意 以 a 为 球 心 的 球体 上 的 均值 。 对 于 n=2 
情形 的 证 明 可 以 在 几乎 任意 复 分 析 书 上 看 到 。 对 于 一 般 情 形 ， 可 见 
G. Folland 的 Introduction to Partial Differential Equations [39] , 2. A. 

在 实际 中 ， 人 们 通常 想 要 找到 给 定 初始 条 件 下 的 调和 函数 。 这 
个 称 为 

狄 利克 雷 问题 ， 设 尺 是 及 "中 的 一 个 区 域 ， 边 界 为 OR, 假设 g 
是 定义 在 该 边界 的 函数 。 狄 利克 雷 问 题 就 是 要 求 尺 上 的 函数 满足 在 
R Ł 


并 且 在 0R 上， 
f=go 
这 个 类 型 的 偏 微分 方程 问题 在 经 典 物理 学 中 总 是 存在 的 。 它 也 

是 用 于 研究 热传导 方程 的 稳 态 解 的 偏 微分 方程 。 我 们 将 在 下 一 节 中 
看 到 热流 满足 偏 微分 方程 

Pu ou 

Ox? Ox? 
KP u(x, ATRE t HA A(x,,-+,x, 处 的 温度 。 稳 态 解 不 
随时 间 发 生变 化 ， 因 此 满足 


a 
i 


因此 ， 一 个 稳 态 解 应 满足 


Au =—> 1+" +2 =0, 
Ox; Ox, 


微分 方程 


那些 年 你 没 学 明 自 的 数学 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 
所 以 ， 这 是 一 个 调和 函数 。 
14. 3.2 ”变量 分 离 


有 许多 求解 调和 函数 和 狄 利克 雷 问题 的 方法 ， 至 少 在 区 域 较为 
合理 的 情况 下 是 这 样 。 这 里 我 们 讨论 分 离 变 量 的 方法 ， 这 个 方法 通 
常 可 以 被 用 来 求解 热传导 方程 和 波动 方程 。 但 是 顺带 说 一 下 ， 这 种 


方法 并 不 总 是 奏效 。 
我 们 将 看 一 个 特别 的 例子 ， 并 且 尝 试 求 出 
u Pu 
ea ke =0 
Ox” oy 
在 单位 正方 形 中 的 解 函 数 ， 其 边界 条 件 为 
fh), y=1, 
eo = © AT E 


这 里 h(x) 是 某 个 定义 在 正方 形 的 上 边 的 初始 特殊 函数 。 
关键 是 假定 该 解 是 如 下 形式 
u(x,y) =f(x)g(x), 
其 中 
fO) =0,g(0) =0,f(1) =0,f(~)g(1) =h(x). 
这 并 不 合理 ， 很 少 有 两 个 变量 函数 能 写成 两 个 单 变量 函数 的 乘积 。 
唯一 可 能 的 理由 是 能 找到 这 样 的 一 个 解 ， 这 也 正 是 我 们 要 做 的 (要 
将 这 一 段 完 整地 结束 ,我 们 本 还 要 证 明 该 解 的 唯一 性 ,但 我 们 不 这 
样 做 了 )。 如 果 w(x,y) =f(x)g(y)， 并 且 Au =0， 那 么 需要 


2 2 
lelg) +A TEO, 


dx 
s 即 
ef g 
dx” _ dy" 
f(x) e(y)’ 


等 号 两 侧 都 取决 于 完全 不 同 的 变量 ， 因 此 都 必须 等 于 一 个 常数 。 用 
边界 条 件 f(0) =f(1) =0 我 们 可 以 证 明 此 常数 必须 是 负数 ,我 们 记 
为 -ce ， 因 此 我 们 要 

ef 

dx? = f(x) 
和 


ence) 
两 个 二 阶 常 微分 方程 的 解 为 
f(x) =Aicos(cx) +A,sin(cx) 
和 
&(y) =m” tle 7. 
现在 来 用 边界 条 件 ,f(0) =0 意味 着 和 A, =0, 由 g(0) =0 TA u, 
= -p,, f(1) =0 可 推出 A,sin(cx) =0。 这 个 条 件 意味 着 常数 c 必 
须 是 
c=knr,k=0,1,2,--- 
的 形式 。 于 是 解 的 形式 为 
u(x,y) =f(x)g(y) =C,sin( kmx) (e -e™™), 
C, 为 某 常数 。 
但 是 我 们 同样 希望 u(x,1) =h(x)。 我 们 需要 用 到 拉 普 拉 斯 算 子 
是 线性 的 ， 因 而 该 解 是 可 相 加 的 这 一 性 质 。 通 过 对 c = km 加 上 各 种 
解 ， 我 们 令 
u(x,y) = > C,(e'” - e™™ )sin( kmx), 
剩 下 的 就 是 找 C, 了 。 因 为 要 w(x,1) =h(x)， 必须 有 
h(x) = 2, Ci(e™ - e™ )sin( krx), 
这 是 一 个 正弦 函数 级 数 ， 通 过 上 一 章 讨论 的 傅 里 叶 分 析 ， 我 们 知道 


C(e" -ee) = 2| h(x)sin(emx) de = ZEC — cose) ， 
o kar 
因此 解 为 
size) < a 2 5 cece sin( kx) (ee -~e™), 


尽管 形式 不 好 看 ， 但 它 确 是 一 个 解 。 
14.3.3 在 复 分 析 上 的 应 用 


我 们 将 要 快速 地 看 一 下 调和 函数 的 应 用 。 第 9 章 的 目标 是 研究 
复 解析 函数 f:U->C， 这 里 U 是 复数 域 中 的 开 集 。 一 种 描述 这 样 的 函 


Be f= + in 的 方法 是 其 实 部 和 虚 部 要 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 吧 (27) - 


(x,y) 和 (xs)) (1)) 
ye a ° 
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那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 
KIERRE u,v 都 是 调和 的 。w 的 调和 性 (wv 的 也 类 似 ) 可 以 通过 


用 柯 西 - 黎 曼 方程 看 出 
Au = Fu 
Ox 
es oe =e 
Ox Oy Oy OX 


BPN —TA ERLE BP u, v 的 调和 性 上 着 力 。 


我 们 将 首先 描述 被 称 为 热传导 方程 的 偏 微分 方程 ， 并 给 出 一 个 
物理 的 依据 以 解释 为 何 这 种 特殊 的 方程 可 以 模拟 热流 。 在 R 的 一 个 
区 域 中 ， 坐 标 仍 是 通常 的 x，y，z， 记 u(x,y,z,t) 表示 在 t 时 刻 在 
(%,y,z) 处 的 温度 。 


定义 14.4.1 热传导 方程 是 


c 是 一 个 常数 。 
通常 从 特殊 初始 的 温度 分 布防 数 开 始 ， 例 如 
uluya Oy =N ye) 
这 里 的 f(x,y,z) 是 某 个 已 知 的 给 定 函 数 。 
热传导 方程 在 整个 数学 领域 和 科学 领域 中 都 很 突出 。 热 是 一 种 
传播 过 程 ， 而 热传导 方程 是 描述 任意 传播 过 程 的 偏 微分 方程 。 有 许 
多 求解 热传导 方程 的 技术 ， FKL, 我们 在 13 章 用 傅 里 时 分 析 求 解 


了 一 维 的 情形 。 在 上 一 节 用 分 离 变 量 法 求解 了 拉 普 拉 斯 方程 (同样 
也 可 以 在 这 里 用 ) 。 
现在 来 看 为 什么 这 种 方程 称 为 “热传导 方程 "。 正 如 上 一 节 
PIL, 
Ay N 
Ox ya” 


是 拉 普 拉 斯 算 子 。 在 非 直线 坐标 中 ， 拉 普 拉 斯 算 子 将 有 不 同 的 形式 ， 
但 热传导 方程 一 直 都 是 


ou 
n° 

为 了 简单 ， 我 们 看 一 维 情形 。 将 一 条 无 限 长 棒 记 为 x 轴 。 
尽管 热 和 温度 的 基础 定义 是 复杂 而 困难 的 ， 我 们 假设 已 经 有 了 温度 
的 概念 ， 而 热 可 以 通过 温度 的 改变 来 度量 。u(x,t) 表 示 在 1 时刻 在 x 
处 的 温度 。 我 们 用 Au, Ax, At 等 符号 表示 变量 的 改变 量 。 注 意 这 里 
的 符号 A 不 是 拉 普 拉 斯 算 子 符号 。 

有 三 个 与 此 相关 的 重要 常数 都 来 源 于 现实 世界 : 密度 p， 热 导 率 
k, Ao, At Ax 长 度 的 质量 将 是 PAx， 如 果 长 Ax 的 部 分 的 温 
度 从 卫 升 到 了 +Au， 则 温度 将 变化 opAxAuv。 热 导 率 大 是 一 个 党 
数 ， 而 


Au =c 


是 通过 棒 上 固定 点 x 可 以 传 过 的 热量 。 通 过 物理 实验 这 些 常数 可 以 
被 证 明 存 在 。 

我 们 想 要 看 有 多 少 热量 进入 和 流出 了 区 间 [x,x+Ax]。 通 过 两 
种 方法 计算 热流 然后 让 Ax 趋 于 0， 就 会 导出 热传导 方程 。 首 先 如 果 
棒 上 长 Ax 的 部 分 的 温度 从 记 升 到 了 + Au， 则 温度 将 变化 gpAxAu。 
然后 在 点 x+Ax 处 ， 经 过 时 间 Ai 流出 的 热量 将 是 


j, 人 


Ta ls+arAt, 


_, Au 总 
k oll Ar 经 过 x 端的 热量 


总 | At 经 过 x+Ax 端 的 热量 
Ax rtAr 


在 点 x 处 ， 经 过 时 间 At 流出 的 热量 将 是 
Au 
一 万。 Ta At 
Ax 上 的 热量 变化 为 


Au Au 
(kitha -k Six ) At 
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那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


Au Au 
因此 
re 
Ax x + Âx Ax x _op Au 
Ax ~ Lk At” 
令 Ax，AL 趋 于 0， 可 以 得 到 热传导 方程 
Fu _op ðu 
Ox? k ot’ 


TAB Hc =P, 


AKHA, BD BU BRIT HE AT ARERR Se, EE 
叶 分 析 ， 二 是 用 分 离 变量 。 


14.5.1 来 源 


正如 其 名 ， 这 种 偏 微分 方程 是 源 于 对 波 的 描述 而 推导 的 。 同 
样 ， 我 们 将 陈述 波动 方程 ， 并 解释 为 何 这 种 特殊 的 方程 可 以 描 
述 波 。 

一 个 wy 平面 上 的 横 波 在 x 方向 上 的 传播 应 该 就 像 这 样 


228 i 


解 函数 记 为 y(x,t) ， 即 在 t 时 刻 位 置 处 的 y 坐标 。 有 两 个 独立 变量 
的 波动 方程 是 

Fy _ ,070 

a a 
其 中 <。 是 一 个 正 数 。 一 般 我 们 会 知道 这 个 波 的 初始 位 置 ， 即 一 个 初 
Ue PRK f(x) 。 


第 14 章 


fŒ) 


y(x,0) =f(x). 
一 般 地 ， 有 个 变量 x,，…，x,， 且 初始 条 件 是 f(x, ,…,x, ) 的 

波动 方程 是 

a FES og 
Ox; a. ae 
且 

Plis = yky) =f( a, sm si) 

在 非 直 线 坐标 中 ， 波 动 方程 将 是 


Bt eh 


or 
来 看 为 什么 它 被 称 为 波动 方程 。 当 然 需 要 一 些 物 理 上 的 假设 。 
假设 波 是 在 有 弹性 的 介质 上 运动 的 线 ， 意 味 着 在 任意 偏 移 下 都 存在 
一 个 回复 力 使 之 位 置 复 原 。 再 进一步 假设 初始 干扰 很 小 。 设 线 的 密 
度 为 p， 并 且 有 拉力 了 在 线 上 (这 个 拉力 我 们 称 作 回复 力 ) ， 方 向 是 
与 线 相 切 的 。 最 后 假设 线 只 能 是 垂直 运动 。 


Ws 是 曲线 的 弧 长 。 我 们 想 要 用 两 种 不 同 的 方法 计算 作用 在 曲线 小 
Be As 上 的 回复 力 ， 然 后 让 As 趋 于 0。 因 为 密度 是 p， 小 段 As 的 质量 
就 是 pAs。 加 速度 是 一 个 二 阶 的 导数 ， 由 于 假定 了 线 只 能 是 垂直 运 


ah, 则 加 速度 就 是 5 了 于 是 力 就 是 


微分 方程 


那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


st 
or 


由 于 假定 了 位 移 是 很 小 的 ， 可 以 用 Ax 近似 替代 As, 


o 


As 
a As~Ax 
Ax 


则 回复 力 是 


Ax oY 
BO a 


现在 用 另 一 种 方法 来 计算 它 。 图 中 每 点 上 的 拉力 了 给 了 曲线 一 
个 切 向 的 加 速度 ， 我 们 只 需要 其 y 方向 的 分 量 。 


Tsin(9,) 


在 点 x+Ax 处 ， 回 复 力 是 Tsin9,， 在 x 处， 回复 力 是 - Tsinb, o 
因为 角度 9, ，9, 很 小 ， 可 以 有 下 面 的 近似 


sin0 ~ tand, -2 


9 
s 


sinô, ~ tanĝ, = 2 


sin(@)~tan(@)~ ~ ~Z 
x 


于 是 可 以 记 回 复 力 为 
oy 


x+ Ax Ox 


oy 
r & 
现在 用 这 两 种 不 同 的 方法 都 计算 了 回复 力 ， 它 们 应 该 相等 ， 于 是 有 


小 


oy _ 2 ay 
7 (多 人 } pan 
变 为 
oy -2 | 
Ga Vaita Ol, p Fy 
Ax 和 
S Ax 一 0， 得 到 波动 方程 
Fy _p ay 
ox T a” 


现在 来 看 解 的 样子 。 我 们 假设 y(0) =0, y(L) =0, 工 是 某 个 常 
数 。 我 们 将 波 限制 在 固定 的 端点 中 。 
本 章 末 的 练习 将 会 要 你 用 分 离 变 量 法 和 通过 健 里 叶 变 换 求解 此 
波动 方程 ， 其 解 是 
y(x,t) = È ksin (EE ) cos (27t ), 
其 中 


= a in“ ) 
k, = +] f(~)sin L dx, 


14.5.2 ”变量 代 换 
有 时 候 一 个 巧妙 的 变量 代 换 可 以 使 一 个 偏 微分 方程 变 得 更 容易 


处 理 。 你 将 在 下 面 波动 方程 求解 中 看 到 这 一 点 。 取 一 段 无 限 长 的 线 ， 
假设 我 们 在 中 间 位 置 猛 拉 一 下 然后 让 它 运 动 。 


Se a ae 


0 


短暂 的 一 段 时 间 后 ， 可 以 得 到 


pe AS Pe as 


0 


相似 的 两 个 波 向 相反 方向 运动 且 速 度 一 样 。 
我 们 假设 要 求解 


初始 条 件 为 
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那些 年 你 没 学 明白 的 数学 一 一 攻读 研究 生 必 知 必 会 的 数学 


y(x,0) =g(*), 
F(x,0) =h( x)» 


gla), h(x) EAE, EERE MERE, RAL 


是 为 了 下 面 计算 中 的 方便 。 
现在 做 变量 代 换 ， 令 
u=x+ct, 
v=x-cty, 
用 链 式 法 则 ， 这 将 把 波动 方程 变 为 


2 
IY 9 
ðuðv ly 


我 们 通过 直接 的 两 个 积分 就 能 解 出 这 个 方程 。 得 到 
y(u,v) =A(v) +B(u), 
其 中 4A(v) 是 a(v) 的 积分 常量 ， 相 对 于 wv 来 说 B(w) 表 示 积 分 常数 。 
所 以 y(z,z) 是 两 者 的 和 ， 现 在 还 未 知 ， 至 于 函数 ， 每 个 函数 只 有 一 
个 变量 ， 
代 回 原来 的 变量 ， 则 有 
y(u,v) =A(x-ct) +B(x+ct), 
由 初始 条 件 
g(x) =y(x,0) =A(x) +B(x), 
h(x) =2(x,0) = -cA'(x) +0B"(x), 
对 于 后 面 的 等 式 ， 对 其 关于 x 进行 积分 ， 得 到 
人 sd +C =-cA(x) +cB(x), 
因为 g(x) ，j(x) 是 已 知 函数 ， 于 是 


A(x) = Egla) -元 | (sd - E, 


B(x) = gla) +E A(s)ds +X. 
那么 解 就 是 
y(x,t) =A(x-ct)+B(x+ct) 
_8(%— —ct) fein +ct) + 二 [dhs) ds 


#148 


PRAIA BAL (d'Alembert) 方程。 注意 到 如 果 初 始 速 度 有 h(x) = 
0， 则 解 就 简化 为 
gxt) +g(% +ct) 

7 


y(x,t) = 


尽管 这 是 标准 的 解决 波动 方程 的 方法 ， 我 参考 了 Davis 的 Fourier Se- 
ries and Orthogonal Functions [24] 。 

这 种 方法 没有 解决 的 问题 是 怎么 找到 一 个 好 的 坐标 变换 。 只 能 
说 这 个 是 艺术 而 不 是 科学 。 


E 求解 天 败 : 可 积 性 条 件 


对 于 一 个 偏 微分 方程 组 来 说 没有 已 知 的 方法 能 判断 它 什么 时 候 
有 解 。 尽 管 通常 有 一 些 有 解 的 必要 条 件 〈 称 为 可 积 性 条 件 ) 。 
我 们 来 看 最 简单 的 情形 。 什 么 时 候 函 数 A(x,y) 满 足 
Bin tic), 
Loela), 
其 中 g, ，g, 都 是 可 导 函 数 。 
上 述 偏 微分 方程 组 有 解 /， 当 且 仅 当 


98, _ 982 


ðy Ox’ 
0 0 
在 此 情形 下 ， TRUE HRS = Se, 它 也 是 一 般 情 形 下 的 可 积 性 
条 件 的 模型 。 
证 明 先 假设 解 了 满足 
of 
Ox 


of 
ðy 


=g,(~,y), 


=g,(x,y) 9 


dg ð f_ ð f _ Bs 
Oy dy Ox Ox Oy Ox’ 
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t (x,y) 


因此 ， 可 积 性 条 件 仅 是 可 交换 偏 导 次 序 后 的 结果 。 

反 向 的 证 明 需 要 做 更 多 的 事情 。 需 要 说 的 是 ， 格 林 定 理 将 很 重 
要 。 我 们 需要 找到 一 个 函数 满足 偏 微 分 方程 组 。 给 定 平面 上 任意 点 
(xy)， 令 YY 是 从 原点 (0,0) 到 (x,y) 的 任意 光滑 曲线 。 令 

flay) = [ai(xy)dx + a(x.) dy, 

我 们 先 证 明 函 数 拟 wx,y) 是 良好 定义 的 ， 即 它 的 值 与 所 选 的 路 径 y th 
立 。 设 了 是 从 原点 (0,0) 到 (x,y) 的 另 一 光滑 曲线 。 这 将 会 使 我 们 得 
BL = a, (xy) AGE = e407) 

我 们 想 要 证 

[ei Gd + gy) dy = |) ds + g(x,y) dy, 
我 们 可 考虑 y-7 这 一 闭 曲 线 ， 其 围 成 的 区 域 记 为 尺 。 (EB, CHB 
闭 曲 线 围 成 了 几 个 区 域 ， 但 我 们 可 以 对 每 个 区 域 都 进行 下 面 的 过 
程 。) 由 格林 定理 ， 


[grax + g,dy - {gidx tedy = | Bidx + gady 
Yy T y-T 


于 是 函数 f(x,y) 是 良好 定义 的 。 
现在 来 证 明太 满足 


L = (ry) a 
of 
oy 
我 们 只 证 明 第 一 式 ， 因 为 第 二 式 类 似 。 关 键 是 我 们 将 这 个 问题 归结 
为 微 积 分 基本 定理 的 问题 。 考 虑 任意 从 原点 (0,0) 到 (xo,yo) 的 路 径 


y 及 其 延伸 Yy'=y+T， 这 里 7 是 从 (xo ,Yo) 到 (x,Yo) 的 水 平 线段 。 
那么 


=82(%,y), 


f fE —f(%+¥o) 


OX xxo w — Ky 


. [7,81 (tyo) de 
= Tan 一 一 -一 一 一 
xxo X — Xo 


» 


后 面 的 极限 由 微 积 分 基本 定理 知 是 等 于 gi 的 ， 这 就 是 我 们 想 要 的 。 


证 毕 。 


一 旦 你 能 对 一 个 偏 微分 方程 组 运用 任何 的 自然 可 积 性 条 件 ， 就 
能 判断 是 否 存 在 解 。 在 实践 中 ， 这 类 存在 性 的 一 般 性 陈述 可 以 写 出 。 
例如 ， 在 20 世纪 中 期 证 明了 给 定 任意 复数 a, ，…，a, 和 任意 光滑 方 
BE g(x, ,…,z,) 总 存在 一 个 光滑 函数 7xi ,…,x,) 满 足 


of “ta, =e, 


a, ee + 
因为 这 类 结果 ， 人 们 一 定 程度 上 相信 所 有 的 合理 的 偏 微分 方程 都 有 
解 。 而 在 1957 年 ，Hans Lewy 证 明了 一 个 令 人 惊讶 的 结果 : 线性 偏 
微分 方程 


tri- sind =g(%, yz) 


RAY g 是 实 解析 时 才 有 解 f。 这 个 方程 的 系数 均 非 常数 ， 但 也 十 分 
简单 了 ，Lewy 的 证 明 (JL Folland 写 的 关于 偏 微 分 方程 的 书 [39] ) 
并 没 真正 指出 为 什么 没有 解 。 在 20 世纪 70 年 代 早 期 ，Nirenberg 证 
明了 Lewy 偏 微分 方程 无 解 是 因为 存在 一 个 不 能 引入 复 空间 的 三 维 的 
CR 结构 ( 某 种 流 形 )。 将 目光 放 在 解 有 某 种 几何 意义 的 偏 微分 方程 
上 是 一 种 普遍 的 策略 。 于 是 在 求解 过 程 中 ， 几 何 被 用 作 一 种 指导 。 


微分 方程 人 门 是 二 年 级 学 生 的 标准 课程 ， 因 此 有 许多 人 门类 的 
教科 书 。Boyce 和 Diprima Ë [12] 是 一 个 标准 ，Simmon 的 书 
[99] 也 很 好 。 另 一 个 学 习 基础 常 微 分 方程 的 方法 是 去 志愿 当 助教 或 
教 此 类 的 课程 〈 尽 管 我 建议 先 从 线性 代数 和 向 量 积分 教 起 ) 。 到 了 偏 
微分 方程 的 领域 ， 教 材 的 难度 就 大 多 了 也 更 加 抽象 。 我 以 前 从 Fol- 
land 写 的 关于 偏 微分 方程 的 书 [39] 学 了 不 少 。Fritz John 的 书 
[69] 一 直 是 此 类 书 的 标准 。 我 还 听 说 Evans 最 近 的 书 [33] 也 很 
精彩 。 
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1. 用 比 卡 授 代 计算 微分 方程 


dy 


et 
初始 条 件 是 y(0) =1。 它 的 解 是 指数 函数 y(x) =e", FRE RE 


代 解 法 计算 指数 函数 y(x) =e wy JE =y 的 解 ( 当然 你 会 得 到 一 


个 索 级 数 ， 并 且 计 算出 这 个 寡 级 数 是 ee， 作者 认识 到 ， 如 果 你 知道 
指数 函数 的 寡 级 数 ， 你 也 会 知道 它 也 是 它 自身 的 导数 。 这 道 问题 的 
目的 是 明确 地 弄 明白 在 最 简单 的 微分 方程 里 ， 比 卡 迭 代 解 法 是 如 何 
解 题 的 。 
2. 函数 f(x) 的 定义 域 是 区 间 [0,1]， 有 一 阶 连续 偏 导 ,证 明 
f(x) 是 李 普 希 欧 函数 。 
3. 证 明了 f(x) =e" 在 实数 域 上 不 是 李 普 和 硕 次 函数 。 
4. 求解 波动 方程 
Lh ace ary 
| 
边界 条 件 是 y(0,1) =0, y(L,t) =0, 初始 条 件 是 y(x,0) = 
f(x), f(x) BET GC Al PA, 
a. 用 变量 分 离 的 方法 。 
b. 用 傅 里 叶 变 换 。 


基本 目标 : 大 集合 的 计数 ， 中 心 极限 定理 


概率 论 从 研究 如 何 计数 大 集合 ， 即 组 合 学 的 应 用 开始 。 故 这 一 
章 的 前 面 一 节 讲 基本 的 组 合 学 ， 接 下 的 三 节 讲 概率 论 的 基础 。 但 是 
仅 是 计数 是 不 够 的 ， 如 果 要 了 解 更 多 ， 则 积分 就 变 得 很 重要 了 。 我 
们 关注 中 心 极 限定 理 ， 并 将 看 到 著名 的 Gauss-Bell 曲线 。 中 心 极限 定 
理 的 证 明 充满 了 巧妙 的 估计 和 代数 技巧 ， 我 们 关注 这 个 证 明 不 仅 是 
由 于 中 心 极限 定理 的 重要 性 ， 也 希望 学 习 者 知道 数学 中 的 这 种 好 的 
技巧 有 时 是 很 需要 的 。 


a i ee a 


计数 的 方法 多 种 多 样 ， 最 朴素 的 就 是 儿童 时 学 的 数 数 ， 这 也 是 
对 于 小 集合 计数 最 好 的 方法 。 但 是 许多 集合 都 太 大 了 。 牌 类 游戏 如 
扑克 ， 桥 牌 的 吸引 人 之 处 就 在 于 虽然 可 能 的 牌 是 有 限 的 ， 但 实际 的 
组 合 却 非常 多 ， 使 得 人 们 必须 采取 策略 来 处 理 。 组 合 学 就 是 研究 如 
何 巧妙 地 计数 。 这 个 研究 对 象 很 快 就 变 得 十 分 复杂 ， 同 时 在 数学 中 
也 十 分 重要 。 

看 一 个 最 简单 的 组 合 公式 ， 很 多 世纪 之 前 就 为 人 所 知 。 有 nn 个 
球 ， 依 次 标号 1，2，…，me 将 它们 放 和 人 一 个 镀 子 中 ， 从 中 拿 出 一 个 
记 下 号 码 后 放 回 ， 再 重复 ， 一 直到 有 上 个 球 被 拿 出 来 过 ， 想 要 知道 
个 数 的 排列 有 多 少 种 可 能 。 

如 果 n=3, =2， 就 能 将 情况 罗列 如 下 : 

(1,1) 41,2) 1,3)， 2;1)， (2,2)， (2,3)，(3,1)， (3,2), (3,3)。 
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但 如 果 n=99, 大 =76， 再 这 样 列 就 很 荒 雇 了 。 

但 我 们 仍 能 找到 答案 ,第 一 个 数 有 nn 种 可 能 ， 第 二 个 数 也 有 n 
种 可 能 ， 等 等 。 因 此 共有 n 种 。 这 就 是 这 个 问题 的 公式 ， 无论 有 多 
少 球 ， 取 多 少 次 。 

接 下 的 问题 是 如 果 拿 出 球 记 下 号 码 后 不 放 回 ， 我 们 想 知道 大 个 
球 被 拿 出 来 后 排列 有 和 多少 种 可 能 。 这 时 第 一 个 数 有 n 种 可 能 ， 第 二 
个 数 只 有 n -1 种 可 能 ， 第 三 个 数 只 有 于 -2 种 可 能 , 一 直下 去 。 于 
是 如 果 不 放 回 ， 组合 有 

n(n-1)…(n-k+1) 种 。 

现在 的 问题 是 从 nn 个 球 中 取 上 个 出 来 不 仅 是 不 放 回 地 取 ， 还 不 
考虑 球 标号 的 次 序 ， 那么 又 有 多 少 种 可 能 的 组 合 呢 ?这 时 取出 的 球 
编号 的 组 合 (1,2,3) 和 (2,1,3) 是 一 样 的。 假设 已 经 取出 了 上 个 球 ， 
我 们 想 知道 有 多 少 种 方法 可 以 将 其 次 序 打 乱 ， 实 际 上 就 等 同 于 从 上 大 
个 球 中 取 大 个 球 的 排列 数 ， 就 是 

k(k-1)--2x1=k!, 
AX n(n-1)(n-k+1) RAM n ERPE k PRA EJF W AEA 
的 种 数 ， 并 且 每 一 种 数组 可 以 有 4! 种 方法 打 乱 次 序 ， 故 不 考虑 顺序 
的 数组 有 
n(n-1)+**(n-k+1) _ nl 
k! k! (n-k)! 
种 ， 这 个 式 子 很 常见 ， 并 被 记 为 


HEET 
k) k! (n-k)! 
通常 称 为 二 项 式 系数 ， 因 为 它 在 二 项 式 定 理 中 出 现 。 
TE ofn kpn-k 
(a +b) = (Maro f! 
这 个 定理 的 想法 是 (a +b)" = (a+6b) (a4+b)…(a+b)。 然 后 计数 能 


得 到 多 少 种 可 能 的 ab"“， 每 一 种 有 和 多少 个 ， 其 实 就 是 从 个 东西 中 
取 上 个 不 放 回 并 不 考虑 次 序 的 问题 。 


我 们 来 建立 初等 概率 论 中 的 一 些 基 本 定义 ,它们 将 产生 一 些 熟 


知 的 结论 ， 比 如 抛 硬币 得 正 反 的 概率 是 各 自 50% ， 从 52 张 扑 克 中 抽 
中 红 桃 的 概率 是 25% 。 其 目的 并 非 于 此 ， 而 是 让 我 们 能 对 复杂 的 事 
件 计 算 概 率 。 

我 们 从 样本 空间 o 开始 ， 样 本 空间 就 是 一 个 集合 ， 直 观 地 讲 ， 
其 中 的 元 素 是 某 个 事件 所 有 可 能 的 结果 。 例 如 我 们 抛 硬币 两 次 ，w 
就 是 

| (JEJE), (iE,),CR,IE) (RR) Fo 

设 w 是 一 个 样本 空间 ，A 是 w 的 一 个 子 集 。 那 
么 4 的 概率 记 为 P(A), HH 


这 里 | A1 表示 集合 4 的 元 素 个 数 。 
Ate, Pos pE E) (EAJ (R, E) (A,A), A= 
1( 正 , 正 )|， 则 抛 硬币 两 次 均 为 正面 的 概率 是 


和 常识 是 一 样 的 。 

在 这 个 框架 下 ， 许 多 基础 的 概率 规则 就 会 归结 为 集合 规则 ， 比 
如 我 们 看 到 

P(AUB) =P(A) +P(B) -P(ANB), 

通常 ， 样 本 空间 w 的 子 集 4 被 称 为 事件 。 

有 时 候 把 现实 世界 中 的 概率 问题 转化 为 集合 大 小 的 问题 是 有 很 
多 困难 的 。 比 如 我 们 抛 的 是 不 均匀 的 硬币 ， 每 次 抛 有 3/4 的 概率 是 
正 ，1/4 的 概率 是 反 。 我 们 可 以 建立 如 下 的 样本 集 ， 令 

w= | JE, iE, EA] , 
下 标 表示 记录 不 同 的 方法 得 到 正面 ， 但 是 这 感觉 很 不 自然 。 更 自然 
的 样本 空间 应 该 是 
w= | 正 , 反 |， 

然后 再 解释 得 到 正面 与 得 到 反面 的 差别 。 这 产生 了 另 一 个 定义 ， 概 


空 间 o 


集合 w 是 样本 空间 ， 并 有 函数 
P:w—[0,1] 
满足 
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15.3 ac 


S Par El, 
称 w 和 此 函数 是 概率 空间 。P(a) 是 取得 “a” 的 概率 。 
如 果 取 得 w 中 的 每 一 个 单独 元 素 的 概率 都 相等 ， 即 对 所 有 a 
Ew, 
P(a) =r 
我 们 先前 用 集合 大 小 来 定义 概率 就 与 这 个 一 样 了 。 对 于 抛 不 均匀 硬 
币 的 模型 ， 样 本 集 是 
w=| 正 , 反 | ,但 是 P( 正 ) =3/4,P(R) =1/4。 
现在 来 看 随机 变量 的 概念 。 
样本 空间 w 中 的 随机 变量 下 是 一 个 实 值 函数 
X:w-R, 
为 此 举例 说 明 ， 我 们 现在 玩 一 个 抛 两 次 硬币 的 赌博 游戏 ， 同 样 
设 样本 空间 为 
=1( 正 , 正 ),( 正 , 反 ),( 反 , 正 ),( 反 , 反 )|}， 
假设 第 一 次 抛 搓 是 正面 ， 你 就 赢 10 元 ， 如 果 是 反面 就 输 5 元 。 第 二 
次 抛掷 得 正面 将 赢 15 元 ， 反面 就 输 12 元 。 为 使 这 些 赌注 更 加 清楚 
(确实 是 一 个 无 聊 的 游戏 ) ， 我 们 可 以 定义 随机 变量 X:w 一 及 如 下 : 
X( 正 , 正 ) =10 +15 =25, 
X( 正 , 反 ) =10 -12= -2， 
X( 反 , 正 ) = -5+15 =10， 
KA, J= -5-12= -17, 


WM MRS, —MIG, DEE, KERTAAN 
响 红 色 山 子 的 点 数 ， 这 两 个 事件 在 某 种 意义 下 是 独立 的 。 我 们 要 给 
这 种 直观 的 独立 以 严格 定义 。 

在 此 之 前 先 看 下 条 件 概率 。 在 样本 空间 w 中 ,我 们 想 知道 已 知 
事件 8B 已 经 发 生 的 情况 下 ,事件 4 发 生 的 概率 。 例 如 掷 一 个 仍 子 ，w 
有 六 个 元 素 , 设 4 是 出 现 4 点 ， 则 
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但 假如 说 在 我 们 看 到 结果 之 前 有 人 告诉 说 一 定 是 个 偶数 ， 那 么 出 现 4 
点 的 概率 就 跟 之 前 不 一 样 了 。 和 集合 B = 12,4,61 是 出 现 偶数 的 事件 ， 
则 此 基础 上 出 现 4 点 的 概率 就 是 


IAQBI 
1 _IANBI__lwl _P(ANB) 
5” jel “isl Py * 
lol 
A 在昌 的 条 件 下 发 生 的 条 件 概 率 是 
_P(ANMB) 
P(AIB) = By 
那么 事件 4，B 独立 意味 着 什么 呢 ? 至 少 就 是 的 发 生 不 会 对 A 有 影 
响 。 于 是 
P(AIB) =P(A), 
运用 已 (41 B) = 就 可 以 给 出 独立 的 合理 定义 。 


两 个 事件 4，B 是 独立 的 ， 如 果 


P(ANB) =P(4)P(B)。 
在 游戏 中 长 期 赢 钱 将 是 多 少 ， 这 个 量 就 是 期 望 值 。 进 一 步 地 ， 
即便 你 知道 一 般 是 赚 的 ， 你 在 某 一 次 中 有 可 能 输 掉 多 少 呢 ? 这 样 的 
言 息 包含 了 方差 或 者 标准 差 。 
样本 空间 w 的 随机 变量 下 的 期 望 是 
E(X) =F X(a)P(a), 
例如 回忆 第 2 Fi EA ARAN a HE a mR, OX A a 


EX POCE HTE econ) 241 


=4, 
直观 地 讲 ， 就 是 你 每 玩 一 次 平均 能 赢 4 元 。 当 然 也 有 可 能 你 很 不 走 
运 损失 了 不 少 钱 。 

Se Raabe nia eee ieee. 并 
且 它 是 线性 的 。 
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GERS 在 一 个 概率 空间 中 ， 期 望 有 线性 性 质 ， 即 对 于 
任意 随机 变量 了 ，Y 和 任意 实数 入 , uA 
E(AX +pY) =AE(X) +uE(Y), 
证 明 直接 用 定义 计算 积分 ， 
E(AX +uY = ¥ (AX +pY)(a) + P(a) 


= YAX(a)P(a) + DuY(a)P(a) 


= AE(X) +pE(Y), 
证 毕 。 
期 望 只 说 了 其 中 的 一 个 方面 ， 比 如 有 两 个 班 各 有 10 人 ， 一 次 考 
试 第 一 个 班 有 5 人 100 分 ，5 人 50 分 ， 另 一 班 全 是 75 分 ， 虽然 二 者 
的 平均 都 是 75 分 但 表现 其 实 大 不 相同 。 期 望 就 是 平均 ， 但 不 能 措 
述 离散 程度 。 有 一 种 值 能 度量 偏离 期 望 的 可 能 性 。 
样本 空间 w 的 随机 变量 站 的 方差 是 
V(X) =E[X-E(X)]’, 
注意 E(X)R—PHK, FRED RA BID EX) 的 平方 的 期 
望 ， 平 方 是 为 了 使 所 有 的 值 为 正 。 
同样 可 以 将 方差 看 成 是 一 个 从 随机 变量 的 集合 映射 到 实数 集合 
的 函数 ， 但 它 不 是 线性 的 。 我 们 先 看 方差 的 男 一 种 写法 。 
对 于 样本 空间 的 随机 变量 访 ， 有 
V(X) =E(X*) - (EX)? 


证 明 
V(X) =E[X-E(X)]’ 
= E[ X? -2XE(X) +[E(X) ]’] 
= E(X’?) -2E(X)E(X) +[E(X)]’ 
=E(X*) -[E(X)]’, 
证 毕 。 


AX, YAMARIN, A 是 任意 实数 ， 
V(AX) =A*V(X), 
V(X +Y) =V(X) +V(Y), 
由 入 可 以 看 出 方差 不 是 线性 的 。 
证 明 


VAX) =E[ (AX)?] -[E(AX) ]? 
=X E(X ) -[AE(X) ]? 
=A [E(X ) -[E(X)]*] 
=AV(X)。 
对 于 第 二 个 式 子 我 们 需要 用 到 不 ， 了 独立 的 条 件 ， 因 为 独立 可 以 推出 
E(XY) =E(X)E(Y), 
运用 上 面 的 引 理 ， 
V(X +Y) =E[ (X +Y)’] -[E(X+Y)]? 
=E[X +2XY +Y ] -[E(X) +E(Y) ]’ 
=E[X?]+2E[XY]+E[Y] - 
[E(X) ]’ -2E(X)E(Y) -[E(Y)]’ 
= (E[X’] -[E(X)]’) + (2E[ XY] - 
2E(X)E(Y)) +(EĻY ] -[E(¥Y)]’) 
=V(X)+V(Y), 


一 个 随机 变量 的 标准 差 是 方差 的 平方 根 ， 即 
a(X)=VV(X). 


在 上 一 节 我 们 用 计数 来 定义 了 概率 ， 但 组 合 学 就 只 能 到 此 了 ， 
我 们 知道 不 断 地 抛 硬币 得 到 的 正面 数 应 该 差不多 是 总 数 的 一 半 ， 为 
了 更 好 地 理解 我 们 需要 引入 下 面 定义 。 

如 果 在 独立 重复 试验 中 ， 每 次 试验 可 能 的 结果 
只 有 两 个 ， 并 且 整 个 试验 中 它们 发 生 的 概率 不 发 生变 化 ， 则 称 这 种 
试验 为 伯 努 利 (Bernoulli) 试验 。 

设 4 是 伯 努 利 试验 中 单 次 试验 的 其 中 的 一 个 结果 ， 其 发 生 概率 
为 P(4) =p， 则 不 发 生 4 的 概率 就 是 P(A) =1 -p。 记 样本 空间 为 

w={A,A}, 
我 们 想 知道 如 果 重 复 多 次 会 有 什么 结果 ， 下 面 定理 很 关键 。 

(中 心 极限 定理 ) 考虑 一 个 样本 空间 w = |A, 
Al, AW P(A) =p, P(A) =1-p=q。 给 定 灵 个 独立 随机 变量 也 ， 
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we Eg 每 个 有 
X,(A) =1,X,(A) =0。 
A 
Sa = Dds 
i=1 
_ S, - E(S,) 
" NG) ’ 
则 对 任意 实数 a,b， 
HoP si XH) =o | oF dx, 
no Am 
这 个 定理 说 的 是 如 果 进 行 大 量 次 数 的 伯 努 利 试验 ， 则 5, 的 分 布 
将 是 
1) 
S, 


1 
如 果 再 对 S, 进行 标准 化 变 成 8” (我 们 将 看 到 它 均值 为 0， 方 差 
为 1) 就 总 能 得 到 一 个 一 样 的 分 布 。 不 论 我 们 在 现实 世界 中 遇 到 的 是 
什么 情况 ， 只 要 能 用 伯 努 利 试验 建 模 ， 就 能 这 样 做 。 任 意 的 伯 努 利 
试验 的 分 布 将 是 limS。 的 图 像 。 我 们 称 $” 的 分 布 为 正 态 分 布 ， 其 图 
像 是 Gauss-Bell 曲线 。 
hos 


在 证 明 中 心 极限 定理 之 前 ( 它 的 一 般 性 论述 见 [18])， 先 看 随 
PLES S, F Sio 


E(S,) =np, V(S,) =npq, E(S;) =0, V(S;) =1。 
证 明 ”对 于 任意 人 ， 
E(X,) =X,(A) P(A) +X,(A) P(A) =p, 
则 由 期 望 的 线性 性 质 ， 
E(S,) =E(X, ++- +X,) 
=E(X,) +--+ E(X,) 
=m, 
至 于 方差 ， 对 一 切 有， 
V(X,) =E(X}) -E(X,) 
=X; (A)P(A) +X,(A) P(A) -p° 


=pq, 
于 是 
V(S,) =VCX, +:… +X,) 
=V(X,) ++ + V(X) 
= Pq o 
现在 
S = RCS.) 
E(S; ) A 
VV(S,) 
(E(S,) -E(E(S,))) 
aa 
=0, 


KA BAL ES, R-AZ HK, 
再 看 方差 ， 注 意 到 常数 的 方差 是 0， 因 此 有 
V(E(X)) =0， 
运用 这 点 ， 
nes 


AVES) 
STS Ws.) S) = WELS, ))) 
al, 
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证 毕 。 
再 看 这 个 式 子 
limP|a < S} <b} = gy 
不 管 如 何 选 择 实数 a,b5， 右 边 的 积分 上 -| eF dr 都 不 能 直接 计算 
Jom 


出 来 ， 只 能 是 用 数值 计算 的 方法 求 一 个 近似 值 ， 但 是 令 人 惊讶 的 是 
1 = Re ~ ate 

一 一 一 2 d = = 3 3 H iO Wy, Pi -œ 
| x 事实 上 ， 如 果 中 心 极限 定理 成 立 ， 由 于 P| 


<S Soj =1， 则 这 个 积分 式 肯 定 是 1 。 反 过 来 它 不 是 1 说 明 中 心 
极限 定理 是 不 成 立 的 ， 下 面 我 们 先 证 明 此 式 。 


定理 15.5.2 


E eet 1. 1 了- 学 1 P æ 
一 一 | e? ax ) = |——]  e? dx || ——| e? dx 
Wm” VM oa 


_f_1 f* #4 J- e 32 ) 
= | 一 一 一 2 dx PP 2d a 
al Tal” ý 
第 二 个 式 子 仅仅 是 换 了 下 积分 记号 ， 因 此 不 改变 值 。 而 x，7y 是 无 关 
的 ， 故 可 写成 二 重 积分 形式 。 

Lf Fie oot T oF 

(= ax ] ==| 。 dxdy, 
为 计算 这 个 积分 ， 我 们 进行 极 坐 标 变换 ， 则 有 

dxdy =rdrd0， 


2 2 2 
w +y =r a 


于 是 ， 
1 o -2 2 < 1 2m pœ E- 
( f eFax | a = | — e ?rdrdé 
<1, 
证 毕 。 


中 心 极限 定理 的 证 明 如 下 。 


证 明 过 程 中 的 一 个 关键 之 处 是 我 们 将 把 


Ri tect 
("oa 


Jia . 
代替 ， 其 中 x, 在 下 面 会 被 定义 ， 这 个 做 法 将 在 下 节 讨 论 Stirling 公式 
时 解释 。 

我 们 关心 的 是 Plas5" 和 外 ， 但 从 直观 上 看 S, 更 加 简单 ， 故 希 
望 从 这 二 者 之 间 建 立 联系 。 我 们 假设 知道 5, =k， 即 n 次 试验 中 有 
WA RA (因此 有 n-k 次 4 不 发 生 )。 记 x 为 此 时 对 应 的 S* 的 值 ， 
_k-E(S,) 
HS.) 


用 式 子 


则 


P{a<S* <b} = > P(S, =k) 
b 


aSxps 


= S ("par 


asx,Sbh k 


Pes, = 月 =(”]p'g"… 的 证 明 类 似 于 二 项 式 定理 。 我 们 现在 将 (”) 


k n-k 1 ah 4 
2 5 到 
pg == 代替 。 于 是 得 到 


Plas eh = D 


注意 到 
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于 是 ， 


Pia S S} <b} = Pe dee -%,)o 
当 n TEF, KE [a,b] Rx, 不 断 细 分 ， 故 上 式 是 一 个 黎 曼 
和 ， 极 限 就 是 所 要 的 积分 。 
L = 
= 2 d ë 
ls x 


limP|a S Sf <b} 


PERG ， fy Stirling 


Stirling 公式 告诉 我 们 ， 对 于 较 大 的 mw”， 可 以 用 V2ann"e “(RF 
1!。 证 明 中 心 极限 定理 时 ， 需 要 用 到 它 。 

首先 给 定 两 个 函数 /(n) ，g(z) ， 如 果 存 在 一 个 非 零 常数 e 使 得 
(n) 

= 


则 称 这 两 个 函数 为 同 阶 的 ， 记 为 
f(n) ~g(n), 
即 当 noo 时 它们 以 相同 的 速率 增长 。 例 如 


n> ~5n? -2n +3, 


(ailing R) 

n! ~ J2ann"e", 
iE AA TO E, 我 们 将 先 证 明 
- =k, 


lim 一 一 
noe A 2 e" 


HHA k= /27, a T -=k 已 经 被 证 明了 ， 即 有 ml! ~ 
te" 


knre", 然后 用 这 个 替换 在 上 节 证 明 中 心 极限 定理 时 的 人 ota kant 
最 后 就 会 得 到 


limP|a < S; <b] = 7f e” de, 


1 P 2 
ta, boo, H P| -œ <S? <o} =1 和 一 一 | e? dx = 1 可 知 
Ti 
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k= V2T。 

现在 来 看 主要 部 分 ， 即 证 明 开 存在。 我 们 现在 不 知道 大 是 什么 ， 
只 知道 它 是 正 的 ， 故 将 其 记 为 ee，c 是 某 个 其 他 的 常数 (这样 是 为 了 
接 下 来 求 对 数 后 记号 更 加 简单 ) 。 则 


等 同 于 


Bp 
tim ketani) -(n+4)logn +n }=0. 
为 使 记号 方便 ， 令 
d, =log(n!) -( n+ 二 jiogn +n, 
我 们 想 要 证 明 当 not, d, KAFEDA co E 
> =d) = dy — dye 


wagner. di) 收敛 ， 这 意味 着 部 分 和 È (d - EE 


- d,,, 收敛 ， 进而 说 明 d MSR, 这 就 达到 目的 了 。 
ee 

I< 2n+1 1 
n 2n> 4r’ 


ld, -d 


而 右边 的 式 于 显然 收 化 ， 则 由 比较 判别 法 可 知 È (d - diu) KA 
下 面 的 计算 较 长 ， 其 中 需要 用 到 下 面 性 质 :对 于 任意 |x| < 子 ， 
log(1 +x) -xz -+0(4)， 
这 里 的 g(x) 满 足 对 任意 lx| <E, 


10(x) l < Ixl*, 
这 个 是 log (1+x) HMR, lel < 子 的 限制 并 不 是 关键 ， 只 是 
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要 确保 Ix| 充 分 地 小 于 1。 
现在 ， 


ld, —d,,il = [log(n!) -(n +4) ogn +n] 一 


[log( (m +1) 1) -(n+1+)log(n +1) +n+1] 


EE 
(Ea 


Hwe 15.6. 1. 1 


设 A 是 一 个 常数 ， 则 对 于 x, 夸 4， 有 


pr- baat, 
V2nnpg 
这 里 我 们 保持 与 上 一 节 的 记号 一 致 ， 于 是 有 
k=np + J/npqx,, 
n-k=n -np - v'npgx, =ng— Vnpgxis 
Pi Rik LAR P RA a <A, 就 有 
k~np, 
n-k~ng, 
在 下 面 的 证 明 中 我 们 将 会 用 到 这 两 个 替换 。 
推论 的 证 明 由 定义 


(Ve ape 
(=y v2m k n-k 


e 


-ea 
= rood) (4) . 
下 面 就 需要 证 明 
aia 
STR A x, TAF log(1 +x) Rmx 2. 现在 


we (32) (sry) )= toe GP) + Cn -10 (227) 


PEER 
/npqx, 
(n-k)log (1 ee) 
这 里 用 到 了 k=np + Vnpqxi 的 变形 
np _1 _ MPa 
ko | 


对 nk 可 以 同样 地 做 。 我 们 将 式 中 的 log 项 替换 掉 ， 就 得 到 


a ae pe ee npgxt ) 
k 2k? n-k 2(n-k)? 
7 npqx, npgx? 
2k = 2(n-k) 
npg n ) 
A 2 \k(n-k) 
> mi np) (2a) 
ON Ea =i 
xk 
~ 3, 


前 面 的 两 个 证 明 过 程 中 有 许多 巧妙 的 处 理 方 法 ， 它 们 被 呈现 在 
此 是 希望 大 家 知道 即便 是 有 现代 数学 的 抽象 结构 ， 这 种 巧妙 的 计算 
也 是 很 必要 的 。 
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Brualdi 的 书 [14] 是 不 错 的 组 合 学 入 门 书籍 。van Lint 和 Wil- 
son 写 的 教材 [115] 十 分 好 但 难度 较 大 。Cameron 的 书 [16] 也 不 
错 。Polya, Tarjan 和 Woods 的 书 [93] 写 得 引人入胜 。 想 要 了 解 新 
近 的 组 合 学 应 用 就 看 Graham ，Knuth 和 Patashnik 的 书 [47] ，Stanley 
写 的 教材 [105] 是 在 校生 学 组 合 学 的 标准 教材 。 

对 于 概率 论 ， 很 难 想到 有 比 Feler 写 的 教材 [34] 更 好 的 。 该 
书 充 满 了 直观 ， 美 妙 ， 精 彩 的 例子 。GCrimmett 和 Stirzaker 的 书 [50] 
也 是 不 错 的 入 门 书籍 。 概 率 论 的 进 阶 研究 是 测度 理论 。 

另 一 个 不 错 的 来 源 是 Chung 的 Elementary Probability Theory with 
Stochastic Processes [18] ， 如 前 文 所 提 到 的 ， 正 是 在 这 本 书 里 ， 我 得 
到 上 述 关 于 中 心 极限 定理 的 论证 。 


1. 此 练习 的 目的 是 看 如 何 把 概率 用 于 玩 牌 。 
a. 给 一 副 标 准 的 52 张 牌 ，5 张 牌 有 多 少 种 组 合 (不 考虑 次 序 ) 。 
b. 其 中 5 张 牌 中 恰 有 一 对 时 有 多 少 种 (不 包括 有 三 张 一 样 的 牌 
的 情形 ) 。 
pA 
a. 用 归纳 法 证 明 
ny (n-1 n-1 
-l k n: 


b. AA n SH P k A E E KS S Eh T A BY) ELR E BA 


252 ER, 
a 证 明 二 项 式 系数 (”] 能 由 帕斯卡 (Pascal) 三 角 得 到 ， 其 前 五 
】 
oe 行 是 
1 3 3 1 d. 证 明 
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3. 找到 一 个 公式 计算 个 变量 的 次 单项 式 的 种 类 数 。( 例如 两 
个 变量 x，y， 单 项 式 的 次 数 为 2， 则 这 样 的 单项 式 有 3 个 ， 可 以 直接 
PAE. (x? sxy, y ) ) 

4. 抽 导 原理 陈述 如 下 .: 

WMR n+l 个 物品 放 入 nn 个 盒子 中 ， 则 至 少 有 一 个 盒子 中 不 少 于 


2 个 物品 。 
设 w ，…，o,, 是 整数 ， 证 明 至 少 有 一 对 整数 满足 w - a 能 被 
n BR 


5. 这 个 练习 是 为 了 证 明 容 斥 原理 ， 即 题 c。 
a WA, BEMTRA, iE 
IAUBI =1Al+1BI-IANBI, 
b. HA,, A,, A, 是 任意 三 个 集合 ,证 明 
IA, UA, UA, | =1A1+1A1+14;1 -141NA,1- 
IANA, = 14,A,1 1A NA NA T 
c. 设 4,，4，…, A, 是 任意 个 集合 ,证 明 
ÍA Us UA, 1= 141=2 140n41+… 
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在 第 10 章 选 择 公理 时 我 们 提 到 过 19 世纪 末 到 20 世纪 初 在 数学 
的 研究 对 象 上 的 一 场 争 论 ， 一 些 人 认为 它 需 要 实际 地 被 构造 ， 另 一 
些 人 认为 只 要 其 存在 性 定义 不 引发 矛盾 就 可 以 (最 后 后 者 被 绝 大 多 
数 人 选择 ) 。 在 20 世纪 30 年 代 争 论 平息 下 来 ， 有 很 多 方面 的 原因 ， 
部 分 原因 是 由 于 哥 德 尔 的 工作 成 果 ， 同 样 也 有 算法 本 质 的 研究 。 到 
19 世纪 末 时 由 算法 构造 对 象 已 经 十 分 笨重 并 费时 ， 并 且 没 人 可 以 实 
际 地 手 算 。 对 于 大 多 数 人 来 说 ， 一 个 耗 尽 光阴 的 算法 和 它 的 存在 性 
的 证 明 并 无 多 少 实际 区 别 ， 尤 其 是 当 存在 性 证 明 能 给 予 直观 清晰 的 
感受 时 。 

但 当 计 算 机 发 明之 后 一 切 都 改变 了 。 突 然 本 来 需要 穷 其 一 生 的 
计算 只 需要 在 电脑 上 花 百 万 分 之 一 秒 就 行 了 ， 一 些 标准 的 软件 计算 
很 困难 的 问题 时 甚至 不 费 吹 灰 之 力 。 尽 管 计算 机 对 于 存在 性 证 明 有 
困难 ， 但 构造 的 需要 十 分 强烈 。 现 在 一 个 真正 让 人 关心 的 是 算法 的 
效率 或 者 复杂 度 ， 一 个 构造 本 身 有 其 内 在 的 复杂 度 ， 这 种 想法 成 了 
很 多 数学 分 支 的 基础 。 


算法 的 一 个 确切 定义 很 难 理解 ， 在 Cormen, Leiserson 和 Rivest 
的 书 Introduction to Algorithms [22] 中 是 如 此 陈述 的 : 
通俗 地 说 ， 一 个 算法 就 是 一 组 定义 良好 的 计算 程序 ， 它 接受 某 


些 或 一 组 值 作 为 输入 ， 并 产生 一 些 值 或 一 组 值 作为 输出 。 算 法 就 是 
一 系列 把 输入 转化 为 输出 的 计算 步骤 。 

这 本 书 讲 的 大 多 数 东西 都 可 以 用 算法 表示 ， 当 然 , 第 1 章 的 线 
性 代数 ， 比 如 行列 式 的 定义 ， 高 斯 消去 法 ， 本 质 上 是 最 基础 的 算法 。 

我 们 关心 一 个 算法 的 效率 ， 它 和 函数 逐渐 增长 的 界限 有 关 。 

DAAD 设 H(xz),g(z) 是 两 个 实 值 函 数 ， 如 果 存 在 正常 
数 C 和 正 数 W， 使 得 对 于 一 切 x>N， 有 1F(x)1 和 Clg(x)1。 则 称 
f(x) # 0(g(x)) A. 

一 般 地 ,我 们 用 “n” 而 不 是 “x” 来 表示 变量 。 则 在 O(nn) 中 
的 函数 最 快 就 是 线性 增长 ， 在 0( 肥 ) 中 的 函数 最 快 是 平方 增长 ， 这 
样 像 多 项 式 3n* +7n-19 ZH O(n*) PH, 

对 于 一 个 算法 来 说 ， 它 有 输入 大 小 n， 即 有 多 少量 需要 初始 给 
出 。 有 运行 时 间 ， 这 是 输入 大 小 的 一 个 函数 。 一 个 算法 如 果 其 运行 
时 间 r(n) 在 O(n) 内 就 称 为 线性 的 ， 如 果 r(n) 在 O(nm) 内 ， 称 为 多 
RAW, 

还 有 更 多 的 问题 ， 比 如 一 个 算法 的 空间 大 小 ， 即 它 作为 输入 大 
小 的 函数 运行 时 所 需 占 的 空间 。 


现下 的 许多 算法 问题 都 归结 为 图 的 研究 。 这 节 我 们 将 定义 图 ， 
并 讨论 其 中 的 欧 拉 回路 和 哈密 顿 回路 ， 并 看 到 它们 性 质 的 不 同 。 
直观 地 ， 图 长 得 就 像 


ISDA ZW A 


关键 在 于 图 是 由 点 ， 点 和 点 之 间 的 边 组 成 。 不 同 的 是 哪些 点 之 间 有 
边 。 下 面 的 两 个 图 有 不 同 的 图 像 但 实际 被 看 作 等 价 的 。 
一 个 图 G 是 由 点 的 集合 V(g) 和 边 的 集合 E(G) 


以 及 函数 
o:E(G)—} {u,v} lu,ve V(G)} 
组 成 。 如 果 有 ole) ={v,,v,}, WRS v, v, 由 边 e 连通 。 
对 于 图 C 
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我 们 有 

V(G) = {10 ttl 

E(G) ={e,,e,,¢3} , 
并 且 

CCel) = {v ,V2 | ,o(e,) = CEA ,o7(e,) = {0,503} o 
与 堪 图 相 联系 的 是 其 邻接 矩阵 4(G) 。 如 果 有 闭 个 点 ， 它 将 是 一 
nxn EE, RAR 
V(G) = {v ,9, | 5 

SORE v,, vu, 之 间 有 上 条 边 ， 邻 接 和 矩阵 的 (ij) 元 就 是 上 ， 没 有 一 条 就 
是 0。 这 样 左 图 的 邻接 矩阵 是 
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它 的 (4,4) 元 是 1， 反映 了 图 中 点 v 有 一 条 自己 到 自己 的 边 。(1,2)， 
(2,1) 元 是 2 HAS, n MABEL, 

在 图 G 中 的 路 径 是 指 一 列 依次 相连 的 边 ， 回 路 是 指 一 条 起 点 和 
终点 相同 的 路 径 。 例 如 ee 是 一 条 始 于 WwW， 终于 由 的 路 径 ， 而 
€,€,€;€,€, 是 一 个 起 点 和 终点 均 为 v 的 回路 。 

现在 可 以 来 讨论 欧 拉 回 路 了 。 我 们 和 传统 的 方法 一 样 先 看 哥 尼 
斯 堡 七 桥 问题 。 哥 尼斯 堡 有 如 下 图 的 布置 
HPA, B, C, DD 表示 陆地 。 

故事 发 生 在 18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 ， 人们 想 要 尝试 能 否 一 次 从 起 点 
出 发 恰好 各 个 桥 通过 一 次 然后 回 到 终点 。 欧 拉 将 其 抽象 为 一 个 图 论 
问题 ， 他 把 每 块 陆 地 用 点 表示 ， 桥 用 边 表示 ， 可 尼斯 堡 就 变 成 下 图 
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如 果 这 个 图 存在 一 条 包含 所 有 边 恰好 一 次 的 回路 问题 就 解决 了 。 这 
种 回路 有 一 个 特殊 的 名 字 。 


一 个 图 中 的 一 条 包含 所 有 边 恰好 一 次 的 回路 称 
为 一 个 欧 拉 回 路 。 

为 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ， 欧 拉 对 于 任意 图 是 否 有 欧 拉 回路 提 
出 了 简捷 的 判定 标准 。 

《ET 二 一 个 图 有 欧 拉 回路 ， 当 且 仅 当 每 个 点 发 出 偶数 
条 边 。 

于 是 可 以 看 出 哥 尼 斯 堡 问题 中 的 图 不 满足 这 点 ， 所 以 没有 人 能 
做 到 每 个 桥 都 经 过 一 次 再 回 到 原点 。 

一 个 欧 拉 回 路 的 各 点 有 偶数 条 边 的 事实 是 不 难看 出 的 ， 假 设 我 
们 已 经 有 了 一 个 欧 拉 回路 ， 每 次 我 们 经 过 图 的 一 条 边 就 把 它 删 掉 ， 
这 样 当 我 们 每 次 进入 一 个 点 再 从 这 个 点 出 来 就 会 有 两 条 与 之 相连 的 
边 被 去 挤 ， 走 到 最 后 就 会 没有 边 剩余 ， 意 味 着 每 个 点 初始 时 有 偶数 
条 边 。 

反 过 来 就 复杂 一 些 ， 最 好 的 方法 是 用 算法 实际 构造 出 一 个 欧 拉 
回路 ,我们 不 在 此 做 了 。 对 于 我 们 来 说 重要 的 是 有 一 个 简便 、 清 楚 
的 判别 方法 存在 。 

下 面 我 们 将 欧 拉 回 路 的 定义 做 一 个 看 似 小 的 改动 ， 即 把 包含 每 
边 一 次 的 回路 改 成 包含 每 点 一 次 的 回路 ， 得 到 

(EX 16.2.3 一 个 图 和 的 一 条 包含 所 有 点 恰好 一 次 的 回路 称 
为 一 个 哈密 顿 回路 。 

例如 ， 右 上 图 中 eieseses 就 是 哈密 顿 回路 。 而 在 右 下 图 中 没有 哈 
密 顿 回路 存在 。 在 最 后 一 个 图 中 ， 可 以 把 所 有 的 回路 罗列 出 来 再 检 
查 有 没有 哈密 顿 回路 。 由 于 回路 的 个 数 总 是 有 限 的 ， 因 此 这 种 罗列 
的 算法 对 于 任意 图 都 有 效 ， 不 幸 的 是 ， 这 将 花费 0(n!) 的 时 间 ，n 
为 边 数 。 对 于 有 相当 数量 边 的 图 来 说 ， 这 样 的 方法 费时 惊人 ， 但 是 
这 与 已 知 的 最 好 的 方法 已 很 接近 了 。 正 如 我 们 将 在 第 4 节 看 到 的 ， 
找 哈密 额 回路 问题 难度 很 大 并 十 分 重要 。 


假设 给 你 一 组 实数 ， 你 想 要 将 其 从 小 到 大 排列 ,或 者 有 一 倒 测 
试卷 在 你 桌 上 ， 你 想 按 顺 序 把 它 整 理 。 这 些 问题 都 是 排序 问题 。 排 
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序 问题 涉及 一 组 元 素 ， 它 们 之 间 存 在 次 序 ， 并 且 可 以 实际 被 排序 。 
我 们 将 在 这 节 讨 论 排序 问题 如 何 与 一 种 称 为 树 的 特殊 的 图 相 联 系 ， 
并 且 任 何 排序 算法 的 复杂 度 的 下 界 是 O( nlogn) o 

一 棵 树 是 一 个 连通 的 图 ( 即 任意 两 地 之 间 有 路 径 相 连 ) ， 并 且 不 
含 任何 回路 。 于 是 


o BEE 


都 是 树 。 而 左 图 不 是 树 。 只 有 一 条 边 相 连 的 点 称 为 叶 ， 在 某 种 意义 
上 它们 是 树 的 底部 。 我 们 将 看 一 种 特殊 的 树 ， 二叉树 。 它 们 是 这 样 
构造 的 ， 先 从 一 个 顶点 (AR) 开始 ， 引 出 两 条 边 ， 每 边 末尾 以 
点 结束 ， 这 两 个 新 的 点 可 以 从 每 点 处 再 引出 新 的 两 条 边 ， 也 可 以 就 
此 终止 ， 这 样 继续 有 限 步 。 这 种 树 就 像 左 图 。 这 里 w BAR, n, vs, 
ww，V9，Vio，vViz，2B3 是 叶 。 我 们 是 将 树 倒 置 ， 使 其 根 在 上 ， 叶 在 下 。 
在 每 一 个 点 中 引出 的 两 条 边 分 别 叫 作 左边 和 右边 ， 每 边 的 结束 点 叫 
作 左 子 结 点 和 右 子 结 点 。 树 的 高 度 是 从 根 到 叶 的 最 长 的 路 径 的 边 数 。 
比如 左下 二 图 ， 此 树 的 高 度 是 3， 左 下 图 ， 该 树 的 高 度 是 6。 

我 们 现在 来 看 为 什么 排序 和 二 又 权 有关。 给 定 一 个 集合 aj ,…， 
a, ， 假 设 对 于 其 中 的 任意 两 个 元 素 都 可 以 比 大 小 。 任 何 算法 每 一 步 
都 只 能 取 两 个 数 a, a, 比较 大 小 然后 告诉 下 一 步 应 该 怎么 做 ， 现 在 
我 们 要 把 它 用 二 叉 树 表示 。 树 的 根 对 应 于 第 一 对 被 比较 的 元 素 ， 比 
Wa, a. WR a; <a, WEZH, WR a; >a 就 走 右 边 ， 算 法 的 每 
一 步 都 告诉 我 们 应 该 要 比 什 么 ， 把 到 达 的 每 一 个 新 的 点 用 这 一 对 元 
素 标 记 ， 一 直 做 直到 没有 剩 下 的 元 素 要 比 的 ， 这 样 就 会 得 到 一 棵 树 
它 的 每 个 点 被 集合 中 的 一 对 元 素 标记 ,每 个 叶 对 应 集合 中 元 素 的 一 
个 排序 。 

例如 ， 有 三 元 素 集 | a ,a, ,a;|。 考 虑 下 面 简单 算法 。 

比较 c 和 a,。 如 果 a <a,， 比 较 a, Ma,, MRa,<a,, WH 
FRE a, <a, <a, 如果 a, <a,， 比 较 a, 和 a;， 如 果 a <a, 次序 就 
是 ol <a, <a, WẸ a, <a, 次序 就 是 a; <a, <a, BEB a, <a, 
的 情况 。 然 后 我 们 比较 a 和 a;， 得 到 的 次 序 是 a, <a < a;。 如 果 a, 


<a, 我 们 比较 和 w。 如 果 a, < a;， 那 么 次 序 就 是 a, <a, < a1。 
WR a, <a,， 那 么 次 序 就 是 a, <a, < a!， 这 就 全 部 比较 完成 。 同 样 
地 进行 下 去 。 即 便 是 这 样 简单 的 例子 用 这 样 的 方式 写 出 的 步骤 也 十 
分 复杂 。 但 我 们 可 以 将 其 变 成 树 来 表示 : 


qa3<al a)<a3<a; a3<az<a, 


al<a3<ay a3<a) <a, 


二 叉 树 有 内 在 的 高 度 下 界 ， 这 意味 着 排序 算法 的 效率 有 下 界 。 

高 度 为 n 的 二 又 树 最 多 有 2" 个 叶 。 

证 明 用 归纳 法 。 假 设 顶 点 是 0。 这 意味 着 树 只 有 一 个 顶点 ， 因 
此 有 2" =1 个 树叶 。 同 样 在 这 个 条 件 下 易 证 1 也 是 它 的 根 。 

假设 这 个 结论 对 任意 高 度 为 n -1 的 树 都 成 立 。 现 在 来 看 高 度 为 
n 的 树 。 从 树 的 根部 到 高 度 为 nn 的 叶子 至 少 存 在 一 条 路 径 。 去 掉 该 路 
径 上 所 有 的 叶子 以 及 和 它 相 连 的 边 。 我 们 得 到 一 棵 新 的 、 高 度 为 n 一 
1 的 树 。 这 时 归纳 法 的 假设 开始 生效 ， 所 以 我 们 知道 这 棵 新 树 最 多 有 
2° -个 叶子 。 从 这 棵 树 的 每 个 高 度 为 2” 的 叶子 上 引出 两 条 边 ， 得 到 
RHH, BEA n 并 且 包 含 原 树 的 新 树 。 但 我 们 在 高 度 为 nh 一 1 的 
树 上 的 每 个 2 的 叶子 上 都 新 上 了 两 个 顶点 。 因 此 这 个 最 终 的 新 树 
最 多 有 2 . 2" =2" 个 树叶 。 而 我 们 原 树 的 每 一 个 叶子 都 是 这 棵 新 树 
的 叶子 ， 因 此 得 出 我 们 需要 的 结论 。 

以 对 为 基础 进行 比较 的 排序 算法 的 效率 至 少 在 
O(nlogn) A, 

证 明 给 出 一 个 有 nn 个 元 素 的 集合 ， 则 它 的 元 素 有 nl 种 排列 ， 
故 对 其 排序 的 算法 所 对 应 的 二 又 树 至 少 有 nl! 个 叶 。 设 此 树 高 度 至 少 
为 hh， 则 由 前 面 的 定理 ， 

2"Sn!}, 
于 是 ， 
hZlog,(n!). 

因此 任何 排序 算法 的 效率 都 在 0(logyn!) 中 。 进 一 步 由 stirling AX, 
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对 于 较 大 的 n 有 
n! ~ V2nnn"e ", 
则 
log(n!) ~log( V2mn) +nlog(n) —nloge, 
故 
O(log(n!)) =O(log( V2mn) +nlog(n) -mloge) 
= O(nlogn) , 


排序 的 效率 确实 是 等 价 于 O(nlogn) 的 ， 我 们 能 找 出 实际 的 例子 ， 
比如 堆 排 列 ， 归 并 等 算法 。 
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这 一 节 来 讨论 数学 中 十 分 重要 的 开放 性 问题 ,“P = NP?”。 这 个 
问题 关注 的 是 关于 求 某 个 问题 的 解 和 验证 某 个 问题 的 候选 解 之 间 的 
区 别 。 它 的 状态 认识 仍 是 未 知 的 〈 并 且 很 可 能 与 其 他 数学 公理 相 独 
立 ) ， 这 反映 了 数学 家 们 对 于 存在 性 和 构造 性 的 内 涵 没 有 完全 理解 。 

一 个 问题 是 在 多 项 式 时 间 内 的 ， 如 果 给 定 输入 大 小 n， 存 在 一 个 
算法 ， 其 效率 是 在 O(n) A, k 是 某 个 正 整 数 。 一 个 问题 是 NP 的 ， 
如 果 对 于 给 定 输入 大 小 n， 一 个 候选 解 能 在 多 项 式 时 间 内 验证 完 。 
NP 表示 “不 是 多 项 式 ”。 

在 拼图 游戏 中 ， 完 成 一 幅 拼图 需要 不 少时 间 ， 但 检查 一 幅 图 是 
否 拼 好 就 很 快 。 在 代数 中 ， 求 n MEERE MRTA) 并 不 
容易 ， 但 如 果 有 人 声称 他 有 一 个 和 矩阵 是 此 和 矩阵 的 逆 ， 你 很 容易 就 能 
检验 是 否 如 此 。 再 举 一 例 ， 判 断 在 图 G 中 有 没有 哈密 顿 回路 十 分 困 
难 ， 但 检验 某 个 回路 是 否 为 哈密 顿 回路 就 简单 很 多 。 几 乎 好 像 生成 
问题 的 解 天 生 比 验证 解难 办 。 

但 人 们 并 不 知道 NP 问题 的 类 与 P 问题 的 类 谁 更 大 (P 问题 指 在 
多 项 式 时 间 内 的 问题 ) 。 

“P = NP?” 就 是 这 样 的 问题 .: 

P 问题 的 类 与 NP 问题 的 类 相等 吗 ? 

这 个 问题 保持 未 知 状态 很 多 年 ， 最 初 人 们 打赌 是 P 关 NP， 现 在 逐 

渐 相 信 “P =NP?” 与 其 他 数学 公理 相 独 立 。 很 少 有 人 相信 了 P = NP。 


更 有 趣 的 是 NP 完全 问题 。 这 种 问题 是 NP 的 并 且 是 一 个 是 或 否 
问题 ， 重 要 的 是 每 个 剩 下 的 NP 问题 都 能 转换 为 在 多 项 式 时 间 内 的 问 
题 。 因 此 如 果 存 在 一 个 在 多 项 式 时 间 内 的 算法 解决 这 个 NP 是 或 否 问 
题 ， 那 么 对 于 每 个 NP 问题 都 有 在 多 项 式 时 间 内 的 解法 。 

每 个 数学 领域 都 有 其 自身 的 NP 完全 问题 ， 例 如 一 个 图 像 是 否 包 
含 哈密 顿 回 路 就 是 一 个 经 典 的 NP 完全 问题 。 


16.5 数值 分 


由 于 微 积分 的 发 现 ， 人 们 开始 求解 在 实际 中 能 用 到 的 数学 问题 ， 
通常 这 最 终归 结 为 求 近似 解 。 数 值 分 析 就 是 尝试 求 问 题 的 近似 解 的 数 
学 领域 。 一 个 近似 解 是 否 足 够 好 ， 它 的 逼近 程度 是 否 够 快 是 数值 分 析 
中 的 基本 问题 。 尽 管 这 个 学 科 的 研究 对 象 由 来 已 入 , 但 计算 机 的 兴起 
使 这 个 领域 有 重大 的 变革 ， 以 前 难以 手 算 的 算法 对 于 计算 机 是 很 简单 
的 。 因 为 数值 分 析 最 终 是 考虑 算法 的 效率 ， 我 将 在 本 章 中 的 一 节 讨 论 这 
点 。 要 注意 的 是 在 当今 的 数学 世界 里 ， 数 值 分 析 和 复杂 性 理论 不 被 看 作 
同一 学 科 分 支 。 这 并 不 是 说 它们 之 间 没 有 联系 ， 更 多 是 因为 复杂 性 理论 
是 从 计算 机 科学 中 发 展 出 来 的 ， 而 数值 分 析 始 终 是 数学 的 一 部 分 。 

在 数值 分 析 中 有 些 问 题 很 重要 。 比 如 线性 代数 中 计算 算法 的 效 
率 问 题 ， 还 有 求 函 数 的 零点 。 许 多 数学 问题 其 实 就 是 求 函 数 零点 。 
我 们 将 用 牛顿 法 来 估计 实 值 函 数 的 零点 ， 然 后 看 这 个 方法 背后 的 思 
想 是 如 何 运 用 的 ， 并 再 去 估计 一 些 其 他 类 型 的 函数 的 零点 。 

设 f:R 一 R 是 可 微 函 数 。 我 们 看 一 下 牛顿 法 的 几何 思想 ,假设 已 
知 函 数 曲线 图 像 (实际 中 一 般 是 不 知道 的 ) 


yA) 


RARE EW x). FAET x, 并 做 点 (x fC ) ) 处 曲线 的 切线 ， 
记 切 线 与 x 轴 的 交点 为 (x, ,0) ， 
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那么 有 
0 -f(%,) 
fm) = 
解 出 x,， 得 
Ky =X _ fa) 
2 1 F 


在 图 上 看 好 像 x, 比 x, 更 接近 x。 了 。 我 们 再 对 x, 重复 x, 的 做 
法 ， 将 得 到 与 x 轴 的 交点 x; ， 并 有 
ee _ f(%) 
oe aay 
看 上 去 x 又 比 x, 更 近 了 。 牛 顿 法 就 是 不 断 这 样 进行 下 去 ， 则 记 
Sine 
k+l k Faye 
对 于 这 些 工作 我 们 需要 x, 一 x。。 有 时 是 有 困难 的 ， 如 下 图 


WRK SC) 


这 样 选 初始 点 x, ，x 肯定 不 会 趋 于 mm， 尽 管 好 像 它 会 逼近 另外 一 个 
零点 。 问 题 在 于 x, 被 选择 在 了 局 部 最 大 值 附 近 ， 意 味 着 了 "(x ) 很 小 ， 


Fsi) 
使 得 x, =x, - = F(x, A to 很 还 。 


R, 牛顿 法 总 能 生成 一 个 正确 的 零点 近似 。 我 们 
将 证 明 这 点 ， 其 中 中 值 定理 很 重要 : HAERA SEC la, b], FE 
ce[a,b] 使 得 


202 


fi(e) = 大 A, 


tfe a,b], ## x e[a,b], f(x) =0, 
且 f'(xo) 关 0。 则 存在 一 个 6>0 使 得 对 于 Vxi elr -5,x, +6], A 
们 所 定义 的 


ee _ f(xi-1) 
g i 万 (zt 
有 x 一 x0。 
证 明 设 
_, fx) 
g(x) = F(a)’ 


注意 Kx) =0, SARS glx) =xo。 接 下 来 我 们 将 证 明 牛 顿 法 将 生 
成 g(x) 不 动 点 的 近似 。 
先 看 如 何 来 选择 5>0。 因 为 
ry Efa) 
he aT Tey 
由 于 f"(x) 连 续 ， 故 g'(%) 连 续 。 又 f(xo6) =0, HA g(x) =0。 由 
于 连续 性 ， 对 任意 给 定 的 w>0， 存 在 一 个 6>0 使 得 对 一 切 xe [x - 
5,x, +6], A 
lg’(«) | <a, 
我 们 使 a 严格 小 于 1 (这 样 做 的 原因 一 会 就 知道 了 ) 。 
我 们 将 把 这 个 问题 归结 为 证 明 下 面 的 三 个 引 理 。 
设 g: [a,b] 一 [a,b] 是 任意 连续 函数 ， 则 在 
[a,b] 存 在 不 动 点 。 
设 g:[a,b] 一 [a,b] 是 任意 可 微 函 数 ， 满 足 对 任 
意 xe[a,b] 有 
lg'(x)l <a<l 
对 菜 个 常数 a 成 立 。 则 在 [a,b] 存 在 唯一 不 动 点 。 
设 g:[a,b] 一 [a,6] 是 任意 可 微 函 数 ， 满 足 对 任 
意 xe[a,b] 有 
lg'(x)l <a<l 
对 菜 个 常数 Qa 成立 。 那 么 给 定 任意 xie[a,b]， 设 
Mad Splay, 
N) x, 趋 于 g HAAS, 
如 果 这 三 个 引 理 正确 ， 容 易 知 道 我 们 通过 选择 8 >0， 函 数 g(x) = 
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x A RATA AH, 而 g(x) 的 不 动 点 就 是 f(x) 的 零点 。 所 
以 就 证 明了 原 定理 。 
现在 来 证 明 引 理 。 
第 一 个 引 理 的 证 明 这 只 是 介 值 定理 的 简单 应 用 。 如 果 g(a) = 
a 或 g(b) =b， 那 么 a 或 b 就 是 不 动 点 。 假 如 它们 不 成 立 ， 因 为 g 的 
定义 域 在 [a,b] 中 ， 所 以 有 
a<g(a) ,b>g(b), 


设 


h(x) =x-g(x), 
则 (wx) 连续 且 有 
h(a) =a-g(a) <0, 
h(b) =b-g(b) >0, 
由 介 值 定理 知 ， 一 定 存 在 ce[a,b]， 使 得 
h(c) =e-g(c) =0, 
第 二 条 引 理 的 证 明 假设 有 两 个 不 同 的 不 动 点 cj ，cj ， 并 记 ci < 
Co 由 中 值 定理 ， 存 在 某 个 数 ci Scese, 1844F 
em =e SY 
又 因为 g(c1) =cl，&g(c) =e, 所 以 有 
g'o) ae 1, 
这 就 与 题 设 所 有 导数 应 小 于 1 矛盾 了 。 证 毕 。 
第 三 条 引 理 的 证 明 由 第 二 条 引 理 我 们 知道 g 有 唯一 不 动 点 ， 
记 为 x60。 我 们 将 有 规则 地 用 g(x.) 替换 xx。 
目标 是 证 明 |x, -wo 一 0， 我们 将 证 明 对 于 一 切 大 有 


lx, -xol Salx,_, 一 %o1， 
= = 
k 
1%, = xol Salx,_, tol Ssa lx, 一 5%01， 
WFa<l, lx, -x01 一 0。 


现在 看 
lx, —wol = le(%,_,) g(x) I, 
由 中 值 定理 ,在 x6 fox, MAB c, 使 得 


gleri) -gla 了 
NXE- 一 %0 pate 
等 价 于 
8(%,-1) 一 SCx0) =2'(c) (%_, —%), 
lg(x,_,) -g(%)l=Ilg'(e) I lx,_,; -x1, 
mig'(c)l<a, #4, 

上 面 的 所 有 定理 只 是 告诉 我 们 如 果 初 始点 选 得 足够 接近 零点 ， 
用 牛顿 法 是 可 以 收敛 到 零点 的 ,但 它 并 没有 告诉 我 们 如 何 选 得 收敛 
的 速度 。 

现在 将 把 牛顿 法 用 到 其 他 环境 中 。 设 映射 L:V 一 下，V， 下 是 两 
个 向 量 空间 。 我 们 如 何 能 求 出 这 个 映射 的 近似 零点 ? 假设 在 映射 L 
上 有 导数 的 概念 ， 我 们 记 为 DL。 然 后 形式 地 使 用 牛顿 法 ,我 们 可 能 
从 任意 一 个 元 素 w eV 开始， 递归 地 定义 

Vir =U, — DL (v) "L(y, ) ， 
然后 希望 v 将 逼近 这 个 映射 的 零点 。 这 至 少 是 一 种 推广 的 轮廓 ， 难 
处 在 于 如 何 理解 DL.， 特 别 是 如 何 处 理 当 它 有 某 种 类 型 的 逆 时 。 
例如 ， 考 虑 一 个 函数 F: RR , 
F(x,y) =(A(%y) f:(%,y7)), 
下 的 导数 应 该 是 二 阶 Jacobi 方 阵 
of, of, 
ox ðy 
DF = : 
of, af, 
0x OY 
从 任意 (xx ,yi) ER 开始， 设 
(=) De Gan) s e 
kel k 2%, 5%) 
WR (x,,y,) BF FONTS ARASH, MT FAY 
零点 施加 合适 的 限制 ， 比 如 det( DF (xy ,yo) ) 和 0， 我 们 找到 与 一 维 情 
形 类 似 的 证 明 。 事 实 上 ， 它 可 以 推广 到 任意 有 限 维 。 

当 情 形变 为 无 限 维 空间 时 就 有 更 多 的 困难 。 它 们 在 微分 方程 的 
研究 中 出 现 。 人 们 仍 在 尝试 类 似 牛 顿 的 方法 ， 现 在 DL 的 处 理 变 成 一 
个 主要 的 障碍 。 这 也 是 为 什么 求解 偏 微分 方程 会 要 研究 无 限 维 线性 
映射 以 及 特征 值 的 行为 。 因 为 你 想 知道 当 特 征 值 是 0 或 趋 于 0 时 会 
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发 生 什么 ， 这 是 控制 DL 的 逆 的 关键 所 在 。 特 征 值 的 这 些 研究 是 属于 
谱 理论 的 ， 这 也 是 为 什么 谱 理 论 是 函数 论 开始 的 一 个 主要 部 分 ， 也 
是 偏 微分 方程 中 的 主要 工具 。 


16. 6 推荐 阅读 


算法 的 基本 书籍 是 Cormen Leiserson 和 Rivest [22] AY Intro- 
duction to Algorithms， 还 有 一 本 Aho, Hopcroft 和 Ullman [2] 写 的 Da- 
ta Structures and Algorithms s 

数值 分 析 有 着 悠久 的 历史 。 许 多 有 广泛 数学 背景 的 人 需要 学 一 
些 数值 分 析 ， 这 样 的 人 门 书籍 很 多 (需要 声明 的 是 我 对 这 些 书 了 解 
有 限 ) 。 

Atkinson 的 Introduction to Numerical Analysis [5] 很 受 推荐 。 另 一 
本 一 直 是 保险 考试 的 主要 参考 书 ，Burden Fil Faires [15] SAY Numer- 
ical Methods, Trefethon 和 Bau 写 的 教材 [112] 是 一 本 不 错 的 讲 线性 
代数 中 的 数值 分 析 方 法 的 书 。 对 于 偏 微分 方程 中 的 数值 分 析 ， 有 
Iserles 写 的 书 [66] 和 Strikwerda 的 书 [110] 。 最 后 ，Ciarlet 的 Intro- 
duction to Numerical Linear Algebra and Optimization [19] 联系 到 了 优 
化 理论 。 


16. 7 练习 ae on OO 
1. TERRIA A k A PAC SE 
2. 有 多 少 3 个 点 ,4 条 边 的 非 同 构图 。 
3. 假设 将 两 个 数 相 加 或 相 乘 一 次 耗 时 为 1， 
a. 找 一 个 算法 将 nn 个 数 加 起 来 ， 耗 时 在 (n -1) 内 。 
b. 找 一 个 算法 计算 有 中 的 两 个 向 量 的 点 积 ， 耗 时 在 (2n - 
5 1) 内 。 
c. 假设 我 们 可 以 并 行 工 作 , 证 明 相 加 个 数 耗 时 在 log，(zm - 
1) 内 。 
d 找 一 个 算法 并 行 计 算 R 中 的 两 个 向 量 的 点 积 ， 耗 时 在 
log,(n) A. 
4. KARA G 的 邻接 矩阵 ， 
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a. ERE A? 中 存在 非 零 元 (i,j) 当 且 仅 当 存在 一 条 路 径 包含 
从 点 i 到 点 j 的 两 条 边 。 

b. 推广 a， 把 矩阵 AS 中 的 非 零 元 与 包含 条 边 相 联系 。 

c. 找 一 个 算法 判断 给 定 的 图 是 否 是 连通 的 。 

5. 用 牛顿 法 计算 x? -2 的 根 ， 以 算出 2 的 近似 值 。 

6. 设 f:R" 一 R" 任意 阶 可 导 , xe R A f(x) =0, 但 det 
(Df(x,)) #0, FL DEI fH Jacobi 矩阵 。 找 到 以 z 为 不 动 点 的 
函数 g:R 一 R "。 


整 本 书 我 们 都 在 使 用 等 价 关 系 。 这 里 我 们 收集 了 一 些 等 价 关系 
的 基本 事实 。 本 质 上 ， 等 价 关 系 就 是 一 种 广义 的 相等 。 

(等 价 关 系 ) 集合 全 上 的 任意 的 x，ye 针 之 间 
的 一 种 关系 ， 记 为 x~y， 这 种 关系 如 果 满 足 

1. (BAH) HÈ x eX, Ax~x, 

2. (对 称 性 ) 3t x, yeX, wR xoy, A y~xo 

3. (传递 性 ) Hx, y, zeX, WRar~y, y~z, Wax~z, 
则 称 这 种 关系 是 一 个 等 价 关系 。 

最 基本 的 例子 就 是 相等 关系 。 另 一 个 例子 ， 在 集合 R 上， 如 果 
x-yeZ (整数 集 ) ， 称 x，y 满足 关系 x~y， 则 这 是 一 种 等 价 关系 。 
另 一 方面 “ 近 ” 关 系 就 不 是 一 种 等 价 关 系 ， 因 为 不 满足 对 称 性 。 

MANA TAM TAR XXX OF REALE, 
(等 价 关 系 ) PEAXXXLMFRR, WR 


满足 
1. (HAI) 对 任意 xEX， 有 (x,x) ER, 
2. (对 称 性 ) 对 一 切 x,， yeX, wR(x,y) ER, Mly,x) ER, 
3. (传递 性 ) Hx, y, zeX, wR(x,y) eR,，(y,z) ER, 
则 (x,z) ER, 
War R eX LWA, 
这 两 个 定义 的 联系 是 x~y 和 (%,y) eR 是 同样 的 意思 。 
集合 五 能 被 其 上 的 一 个 等 价 关 系 分 成 许多 不 相交 的 部 分 ， 即 等 
价 类 。 


(等 价 类 ) 一 个 等 价 类 是 集合 的 一 个 子 集 ， 
满足 如 果 x,，yeC， 则 x~y; 如 果 xeC， HAx~y, H yec, 


附录 等 价 关系 
不 同 的 等 价 类 是 不 相交 的 ， 这 可 以 从 等 价 关 系 的 传递 性 看 出 。 


1. 设 G 是 一 个 群 ,HH 是 二 个 子 群 。 EMM «, yec, WR 
ay eH, 则 x ~y。 证明 这 种 关系 是 G 上 的 一 种 等 价 关 系 。 

2. 对 于 任意 两 个 集合 4，B， 定 义 关系 4 ~B， 如 果 存 在 一 个 4， 
B 之 间 的 一 一 映射 。 证 明 这 是 一 种 等 价 关 系 。 

3. 设 (v o,o) Cw w, w) ER 中 三 个 向 量 组 成 的 。 定 义 
(01,0) 503) ~ (wi ,ws,w3) ， 如 果 存 在 A4e GL(n,R) 使 得 Av, =w,, Av, 
=w,, Av, =w3。 证明 这 是 一 种 等 价 关 系 。 

4. 在 实数 集 上 ， 记 * ~y， 如 果 * -=-y 是 一 个 有 理 数 。 证 明 这 种 关 
系 是 实数 集 上 的 一 个 等 价 关 系 。 (这 在 第 10 章 证 明 存在 不 可 测 集 时 
用 到 过 。) 
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